





Uvod

Prvni c¢ast skript Elementarni matematika byla vydéna v roce 1995 a obsahovala kapitoly
Rovnice, Teorie ¢isel, Kombinatorika a Planimetrie.

Druhé ¢ast, ktera obsahuje kapitoly Algebraické vyrazy, Posloupnosti a fady, Pravdépodob-
nost a Stereometrie, vychazi s odstupem dvou let a je, pokud jde o tfidéni materidlu, snad
trochu zralejsi. Cile, tak jak byly formulovany v prvni ¢asti, ztistavaji beze zmény.

Dodejme, Ze do kapitoly Posloupnosti a fady jsou zarazeny tilohy z irokovani, které se pomalu,
ale neodvratné stava dulezitym tématickym celkem osnov matematiky stifednich skol.

Terminologie, kterou ve skriptu pouzivame, je intuitivni. Predpokladame, Ze ¢tenaf ma ze
stredni skoly predstavu o tom, co je algebraicky vyraz, posloupnost, fada apod. Tyto terminy
nezavadime a presné definice budou dany v dalsich prednaskach. Pouze tam, kde by mohlo
pfipadné dojit k nedorozuméni, davame piesnéjsi vymezeni pojmu.

Ve skriptu se jisté kromé zadmeérnych chyb, na které je upozornéno zndmym symbolem, vysky-
tuji téz chyby netimyslné. Upozornéni na kazdou takovou chybu ¢i nadvrh na vylepseni textu
s radosti uvitame.

Kromeé literatury uvedené v seznamu pouzité literatury byly pouzity pisemné materidly urcené
pro International Baccalaureate.

V Praze dne 26. 2. 1997 Autori

Podékovani: Prvni vydéani skript vyslo v roce 1997. Nékteré chyby, nepresnosti a nejasnosti
textu jsme pii pouzivani skrit odhalili sami, na mnohé nas upozornili posluchaci nebo kole-
gové. Témto bychom radi vyjadrili nasi vdécnost. Zejména citime potfebu podékovat kolegovi
RNDr. Jaroslavu Zhoufovi, Ph.D. za peclivé ¢teni textu a odhaleni nékterych vaznych, ukry-
tych a zaludnych chyb. Jsme presvédceni, Ze ani po této masivni opravé neni text bez chyb
a budeme zavazani kazdému, kdo nés na chyby upozorni.

V Praze dne 18. 9. 2001 Autofii
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Pouzité znacky

N — mnozina vSech pfirozenych cisel

No — mnozina vsech prirozenych ¢isel s nulou
Z — mnozina vsech celych ¢isel

Q — mnozina vsech racionalnich ¢isel

R — mnozina vSech redlnych cisel

A — chyba, které jsme se dopustili pfi aproximaci
< —znak pro >, <, >, <, =

> i1 f(0) —soucet f(1) + f(2) +--- + f(n)

{} — prazdnd mnozina

P(A) — pravdépodobnost jevu A

C(k,n) = (Z), n,k € N — kombina¢ni ¢éslo n nad k

V(k,n), n,k e N — variace k-té t¥idy z n prvki

|AB]| — velikost (délka) tsecky AB

|AOMN]| — obsah trojuhelnika OM N

| < AOB]| — velikost thlu AOB

C=A—e—-B —bod C je stied tsecky AB
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Kapitola 1

Algebraické vyrazy

1.1 Odmocniny

Priklad 1

Odstrante odmocninu ze jmenovatele a vyraz upravte do co nejjednodussiho tvaru:

2 1 1
(@) 57 ®) svmvae © mwm

Reseni

(a) Odmocninu ve jmenovateli odstranime zndmym zpiisobem pouzitim vzorce 22 — y? =

= (z — y)(z + y). Rozsifime tedy dany zlomek vyrazem 3 — v/2a a dostaneme

2a(3—-v2a)  6a—2av2a
(3+v2a)(3—v2a)  9—-2a

Vysledek: % 2“\/% pro a # 3 9.

Zapomnéli jsme diskutovat hodnotu vyrazu pro a = 9 . Pfestoze vysledny vyraz nemd pro tuto

hodnotu a smysl, puvodni vyraz byl pro tuto hodnotu deﬁnovan Navic j jsme zapomnéli na defini¢ni

obor vyrazu. Tedy k vysledku jesté patii: « > 0 a proa = 9 dostaneme ” s . %

ﬁf

9
2

(b) Vyraz nejprve upravime:
1 1 1 1

2+ V2 VB4VE 242+ VB4 VBVEZ  V2(V2+1) +VB(V2+1)  (VEZH+ D)(V2+V3)

Stejné jako u prvni ¢asti pifkladu pouzijeme vzorec 22 —y* = (v —y)(x +y) a vyraz postupné
rozSifime vyrazy V2 — /3 a v/2 — 1. Dostévame

1 __V2-3 V3-v2 V6-2-V3+V2
(V2+1)(V2+V3) (V2+1)(2-3) v2+1 2-1 = Vevarva2

Vysledek: v/6 — /3 ++v/2 —2 nebo (v3 —v2)(v2 - 1).

(c) Tentokrat je ve jmenovateli zlomku druhd i tfeti odmocnina. Budeme tedy rozsifovat
zlomek dvakrat — abychom odstranili druhou, a potom i tfeti odmocninu. Nejdiive pouzijeme

5



6 KAPITOLA 1. ALGEBRAICKE VYRAZY

vzorec 22 — y? = (z — y)(z + y), kde x = /2, y = V/3, pak 23 — 3® = (v — y)(2® + 2y + 1),
kde 2 =2 a y = V9.
I VB3 VB3 VB- 3442004 VBT (VI UB)4+200+ V8T)
V23 V23 2-99  2-90 4+209+ 981 §-9
= (V3 —V2)(4+2V9+ V/81)

Vysledek: (\?’f — \/5)(4 + 299 + 3\3/3)
Priklad 2

Najdéte nékolik aproximaci &isel (a) v/2, (b) /2 ¢isly racionalnimi.

Reseni

(a) Pti hledani aproximaci druhé odmocniny néjakého ¢isla pouzijeme tento ,trik“: uvédo-
mime si, ze vyraz v/2 — 1 je mensi nez 1, tedy (v/2—1)" se s rostoucim n bude stéle vice blizit
k nule.

Tedy (V2—-12=3-2V2=0= 2= % = 1,5 Na kalkulacce zjistime, ze

V2 =1,41421356.. ... Tedy v/2 = 1,5 neni piili§ pékna aproximace, protoze chyba je

A = 0,086. Zkusime proto vétsi n. Vysledky usporadame do tabulky.

n|(V2-1)" | V2= A=

315vV2—-7 |f=1,4 0,0142136. . .
4 [17-12v2 | 2 =1,416 0,0024531. ..
5| 29v2—41 | 2 =1,413793 | 0,0004205. ..
6 | 99 —70v2 | % = 1,414286 | 0,0000722. ..

(b) Opét vyuzijeme podobného faktu jako u (a), tj. ¥/2 — 1 < 0,5. Vyraz nalevo umocnime:
(J2-1)2 = V4—292+1
Na pravé strané mame opét tfeti odmocninu. Mocnime vyraz dale:

(2-1) = -3¥/4+32+1

Nyni si vSimneme, ze pfi vhodné kombinaci obou vyrazl jednu tfeti odmocninu odstranime.
Prvni vztah vynasobime c¢islem 3 a pri¢teme ke druhému vztahu. Dostaneme

3(V2-1)2+ (V2 -12=4-3V2.

Jestlize ted uvazime, Ze &isla (/2 — 1)2 1 (/2 — 1)® jsou hodné mal, mizeme levou stranu
polozit rovnu nule a ze ziskaného vztahu 0 = 4 — 3¢/2 uréit /2 = %. Chyba, které jsme se
dopustili, je A = [V/2 — 3| =0,0734.

Kdy?7 stejnou tivahu udélame s mocninami 3 a 4, dostaneme (v/2—1)*+2(v/2—1)3 = 4v/2 5.
Odtud v/2 = 2. V tomto piipadé je chyba A = |/2 — 2| = 0,01.

Takto bychom mohli postupovat dale a postupné bychom ziskali dalsi lepsi aproximace. Né-
které dalsi vysledky uvadime v tabulce.

V2 = A=
% =1,260869 | 0,0009485...
223 = 1,259887 | 0,0000340. ..

1
%é =1,259912 | 0,0000092...




1.1. ODMOCNINY 7

Priklad 3

Predstavte si, ze mate kalkulacku, kterd ,,umi®“ zdkladni pocetni operace, ale ,neumi“
druhou odmocninu. Zjistéte, ktery z vyraza je vétsi:

(a) v/80 — 1, nebo /81 — 8v/5, (b) v/160 — 13, nebo /81 — 8v/5.

Reseni

(a) Protoze nemuzeme vypodéitat druhé odmocniny na kalkula¢ce, musime je odstranit po-
moci umocnovani. Dale budeme pomoci ekvivalentnich aprav upravovat obé strany nerovnosti
tak dlouho, aZ budeme umét s jistotou rozhodnout, ktery vyraz je vétsi, zda v/80 — 1, nebo
V/81 — 8/5. Rozhodovéani budeme znacit symbolem o. Tedy ptame se:

V80 —101/81 —8V5

Oba vyrazy umocnime a dostaneme
80 — 2v/80 + 1081 — 8V/5.

Zjednodusime:

—2v/80 0 —8v/5

Poznédmka: Pozor na umocnovani zapornych ¢isel. Pokud umocnime na druhou —3 < —2,
dostaneme 9 < 4.

Odstranime tedy nejdfive zaporné cisla. Mohli bychom vynésobit nerovnost ¢islem —%, ale

pak bychom si museli pamatovat, Ze se nerovnost obrati. Lépe bude, kdyz pfevedeme ¢isla na
druhou stranu. Dostaneme

8v/5 ¢ 2v/80
a déale

8v/5 o 8v/5.

Oba vyrazy jsou si rovny.

Visledek: /80 — 1 =+/81 -85

(b) Budeme postupovat stejné jako u (a):

V160 — 130 1/81 — 85

160 — 261/160 4 169 © 81 — 8v/5
31 —13V100 —V5
V5 +31013v10
5+ 62V/5 + 961 © 1690
62v/5 o 724

31v5 ¢ 362
4805 < 131044

Umocnime:

@ Vysledek: v/160 — 13 < /81 — 85

X
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Dopustili jsme se zavazné chyby, prestoze je vysledek spravny. Umocnovali jsme vyraz, ktery byl mensi

nez 0. Jedna se o vyraz v/160 — 13. I bez kalkulacky vime, ze 132 = 169, tedy v/160 — 13 < 0. Na
vysledku se nase chyba ndhodou neprojevila. Porovnejte nasledujici dva vypocty: mame-li —2 < 1, po
umocnéni obou ¢isel dostaneme opacnou nerovnost 4 > 1, ale mame-li —2 < 5, po umocnéni ztustava
nerovnost stejnd 4 < 25. Nerovnost se nezménila, a pravé to zpiisobilo, ze nam i navzdory oné chybé
vysel spravny vysledek.

Priklad 4
Zjednoduste vyraz V = \/ac +2vx—1— \/x -2V — 1.
Reseni

Protoze se nejedné o rovnici, nemizeme odstranit odmocninu pouhjym umocnénim. Vyuzi-

jeme tedy substituce
ve—1=y. (1.1)

Omezime se na pripady « > 1. Jinak by vyraz na levé strané nemél smysl. Soucasné

vr—12>0, tedy y > 0.
Z (1.1) vyjadiime x: x = y? + 1
Substituci pouzijeme v ptivodnim vyrazu:

1% :\/x+2\/af—\/x—2\/ﬁ:
= V2 +1+2y—Vy2+1-2y=
=Vy+1?2-Vy-12=y+1—-(y—1)=2

Vysledek: V = \/w+2\/x— — \/x—2\/:1:—1:2 proz > 1.

Udélali jsme chybu, kterd se ¢asto opakuje. Predpoklddali jsme, ze /(y —1)2 = y — 1. To ovSem
nemusi byt pravda. Necht napf. z = %, tj.y = %, pak mé vyraz V hodnotu 1 a ne 2, jak tvrdi
vysledek.

Spravné feseni je:

V =Vy+12-Vy-1)?2=
=ly+1—ly—1|=

— Va=T1+1 - Vo =11
Nyni je tfeba diskutovat y a x:

1l.ye(0,1), tedy x € (1,2), pak y+ 1 +y — 1 =2y =2/x — 1;
2.ye(l,0), tedy z € (2,00), pak y+1—y+1=2.

Priklad 5

Vyjadrete cos 15° pomoci ¢iselného vyrazu s odmocninami.

Reseni I
Protoze cos15° = cos(3)°, mfizeme pouzit vzorce |cosg| = /1952 Protoze cos15° je

kladné ¢islo, mtizeme vynechat absolutni hodnotu.
Tedy
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o 1 + cos 30° 1+§ 2+/3
cos 15° = 5 = 5 = 5 .

, ) 2+
Vysledek: cos15° = ==
ResSeni IT

Cislo cos 15° mtizeme vyjadiit také jako cos(45° — 30°) a pouzit vzorce

cos(aw — 3) = cos aucos 3 + sin asin 3.
Tedy

S

_V2+V6

1 V3 11
15° = — .~ 4 — .=
cos 2 +\/§2 1

7

Vysledek: cos15° = %

Poznamka: Dosli jsme k zajimavému zavéru -~ 2;‘/3 = ﬂi‘/é. Na levé strané rovnosti je
stupriovitd odmocnina, na pravé ne. Dokazeme Fici obecné, kdy lze stupnovitou odmocninu
odstranit a kdy ne? To Fesi nasledujici priklad.

Priklad 6

Zjistéte, pro kterd a, b € N existuji ¢, d € Q tak, ze viraz v a + Vb, kde a > /b, miizeme
psat ve tvaru \/c & V/d.

Reseni

Chceme, aby Va + Vb = Ve+ v/d. Rovnost upravime:

\Va £Vb=+c+Vd

a £+Vb=c+2Ved+d
a £Vb=(c+d)+Vicd

Tedy a = c+d a b = 4cd.

Dale vyjadrime ¢, d pomoci a, b:

c=a —d
b=4(a —d)d
b = dad — 4d>

Z posledniho vztahu dostdvame kvadratickou rovnici pro d: d? — ad + % = 0. Po vyfeseni
dostaneme dva vysledky

7 2
dl:w’ d2:a7ab’ kde a2 > b.

Dopocitame c; a cs:
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Podle zadani chceme, aby ¢isla ¢, d byla racionalni a a, b pfirozena. Protoze ¢islo va2 — b je
bud ptirozené, nebo iracionélni, je nutné va? — b € N.

Vysledek: Pro va? —b=t¢e N je

Vazvh=/La+vVaZ—b) = /Ha-vVaZ—1) = [La+ )= /3.

Ulohy
. Odstrante odmocninu ze jmenovatele
1 1 4 1+3v2-2v3 23
(a) VT—V241" (b) V10+v/5—v2-1" (C) \/m7 (d) V64342 (e) 3_{”/1'

2. Najdéte nékolik racionalnich aproximaci ¢isel \/g, \/5, \/6, %, 7.

. Bez pouvziti kalkulacky porovnejte ¢isla x, y, kde = = \/3 +5 - \/8 — /5,
y=V3+vT- V8T

. Bez pouziti kalkulacky porovnejte c¢isla x, y, kde

(a) . = V19, y = /84, b) z=v2+3,y=109,9,
(c) = =+/1000003 — v/3 — /1000000 + V3, = +/1000003 —+/2 — /1000000 + v/2.

-3 -2
. . , 57 —4 —2;-3 -~
. Zjednoduste vyraz (a) [g{;dg] : [“C4db5 } , (b) \3/2_1’% — \?ygib\%’

(c) <\/x+2\/:cf—\/m—2\/m>2.

. Zjednoduste vyraz
+y

— X

1 1
T2 — Y2 T
i

) vty 2y
a;y%—l—m%y zy Y

3 1 .
r2y2 r—y

(SIS NI
N=| D=

. Vypoctéte (a)

1 1 1 1 1 . 1
it st O mm t ma Tt v
. Zjistéte, Gemu se rovna vyraz a” (1 + a%)fé(l + aQ)%, jestlize a # 0 je libovolné realné éislo.

. Necht a, a # 0, je realné ¢islo a n, n > 2, je ¢islo celé. Pro které ¢islo a plati
(an + an—l)?

— ?
T a4+ 17

Vysledky

(@) WTR2UOR0VE () VIOVERVESL (o) /6 — 215, (d) VB — V2, (¢) 9+ 3 VA + V6.

_ 719 71 _ 29 123 521 PR ” .

V3= I 4 V5 = 137 B8 933 - - (U /5 musime jiz umociiovat vjraz v/5 — 2)
_ 49 485 4801 3/ _ 53 171 566 35 44

\@_20’198’1960"" \/5_31’10073317"' \ﬁ_237"'

e <y
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1.2. DUKAZOVE ULOHY 11

(a) z <y, (b) z <y, (¢) y > x, (rada: nez zanete porovnavat, zjistéte, zda neni nékteré
z Cisel zaporné).

. (a) %,kdea-b-c-d#o, (b) 2&av/b, kde a # +b (c) 2z — 2|z — 2| pro x € (1, 00).
.2, proz >0,y >0, z# Ly.

7. (Pro n > 1 plati ﬁ =vn+1—+yn.) (a) 1, (b)9.

© o

.1 proa>0,—1proa<0.

a=-—1

1.2 Dukazové ulohy

Priklad 7
Bez pouziti kalkulacky dokazte, ze plati 510 + 610 < 710,

Reseni I
Podobné tulohy se obvykle fesi tak, Zze vyjdeme z nerovnosti, o které se miizeme pomérné
snadno presvédcit i bez kalkulacky, Ze opravdu plati. V nasem pfipadé pouzijeme nerovnost

53463 <7 (5% =125,6% = 216,73 = 343).
Upravime ji na tvar
777 (1.2)

Dale vime, ze % <1la g < 1. Budeme-li umocnovat ¢islo mensi nez 1 na ¢im vétsi mocninu,
tim mensi ¢islo dostaneme. Tedy urcité plati

297 (1.3)
Byni pouzijeme oba vztahy (1.2), (1.3) a dostaneme

510 —|—610 < 710.

Nerovnost je timto dokazana.
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Reseni II

Priklad mtzeme fesit také pomoci binomické véty:

0 =(6+1)1°=6""4+10-6"+--->6"04+10-67 > 6'0 4 5'0.
Priklad 8

Dokazte, Ze pro libovolné kladna realna ¢isla a, b plati 219°(a1%0 +5100) > (q 4 5)100,

Reseni
Protoze cisla a, b vystupuji symetricky, miizeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, ze
a > b. Jako u predchoziho ptikladu vyjdeme z nerovnosti, o které vime, ze plati.
Kdyz a > b, pak urcité plati nerovnost 2a > a + b > 0. Umocnime na 100
(2a)100 > (a+ b)lOO
a upravime

2100a100 > (a + b)lOO.

Porovname-li posledni nerovnost s nerovnosti v zadani, vidime, Ze na levé strané chybi jesté
21004100 "Pokud tento vyraz k levé strané pii¢teme, nerovnost se pouze zméni na ostrou, jinak
zustane zachovana:

91004100 | 91005100 - (;; 4 4)100
9100100 | 3100y 5 (4 | 100
Nerovnost je timto dokazana.

Priklad 9

Necht a, b, ¢, = jsou redlna &isla, pro ktera plati az® 4 2bx + ¢ = 0. Dokaite,
ze pak plati acx < b2.

Reseni
Vynésobime danou rovnost vyrazem ax (abychom dostali na levé strané vyraz acz, ktery se
vyskytuje v dokazované nerovnosti):

a’at + 2abx® + acx =0
Pti¢teme b?:
a?z* + 2aba® + acx +b* = b?
Upravime levou stranu a obé strany prohodime:
bv? = (az® +b)* + acx
Odtud
b? — acx = (ax® +b)* > 0.

Tedy b> — acx > 0 a b? > acx. Nerovnost je timto dokazéana.
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Ulohy
. Dokaite, ze pro x > —1 je (v + 4)? > 161/x + 1.
. Dokazte rovnost siny = %, jestlize o # 3 a «, B, v jsou uhly v trojuhelniku.

. Dokazte, ze v trojuhelniku s thly «, 3, v, kde zadny z (hl neni pravy, plati
tga + tgl + tgy = tga - tgl - tgy.

. Bez kalkulacky dokazte, Ze plati nerovnost (a) 10% + 11° < 152, (b) 10° + 119 < 129,

. Necht z, y, z jsou redlné ¢&isla, pro kterd plati x + y + z = 0, zyz # 0. Dokazte, Ze pak
22 2 22
+ — =3

yz  xz oy

. Necht realné ¢islo y je aritmetickym primérem &isel z, z. Dokaite, Ze pak ¢islo (22 + 22 + 22)
je aritmetickym primérem &isel (22 + zy + y2) a (y2 + yz + 22).

Vysledky

. Umocnime nerovnost na druhou a dal$imi ekvivalentnimi apravami dostaneme nerovnost
22[(z + 8)% + 32] > 0, kterd urcité plati.

. Vyjdeme z pravé strany rovnosti a pouzijeme vzorce: sinz + siny = 2sin 2% cos £5¥

2
a sinx —siny = 2cosg':2ﬂsinx—;7’.

. Vyuzijeme toho, ze a + 3+ v = , tedy tg(a + 3+ v) = 0. Protoze a # 7, je B+ # §

a miZeme pouZit vzorec tg(x +y) = Ef;;fgyy, kdex=aay=p0+1.

. (a) Vyuzijeme nerovnosti 10?2 + 112 < 152, o které se miizeme piesvédcit i bez kalkulacky,
ze plati. (b) 12 = (114 1) = 11949118 + ... > 119 + 9. 118, Stadi, kdyZ ukdZeme, Ze
9-118 > 107, tj. (13)8 > ¥ =11, ale (35)® > (13)* = 1,21 > 1,1. Tim je ditkaz ukonéen.

. Vyjdeme ze vztahu x +y + 2z = 0, tedy « + y = —z, a Gpravami dostaneme dokazovanou
rovnost.

. Staci pouzit definici aritmetického prameéru.

1.3 Geometrické vztahy popsané algebraicky

Priklad 10

Bez stupriovité odmocniny vyjadrete délku thlopficek u; a uo kosocltverce
pomoci délky jeho strany a a vysky v (viz obrazek 1.1).

Reseni

Z obrazku ihned vidime, Ze podle Pythagorovy véty
plati Obrazek 1.1:

2
Uz
4
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Rovnost upravime na tvar

40> =ut+ul (1.4)

Obsah rovnoramenného trojthelnika ABD vyjadiime dvéma zpusoby a ddme do rovnosti:
ul

av ug - o
S = > a S= 5
Tedy
av N uUi1uU2
2 4
Dale upravime na tvar
dav = 2ujug. (1.5)

Nyni budeme pracovat s rovnicemi (1.4) a (1.5). Nejdfive je ode¢teme a pak se¢teme. Tim
dostaneme dva vztahy pro u; a us pomoci a a v.
e Po secteni dostaneme

dav + 4a® = u + 2uyug + uj.

Ted
Y dav + 4a® = (ug + ug)?,

uy +uz = 2V av + a?. (1.6)

e Po odecteni dostaneme
4a® — 4av = u% — 2uiug + u%

Tedy
4a® — dav = (ug — ug)?,

U1 —u9g =2V —av+ a?. (1.7)

Rovnice (1.6) a (1.7) seCteme (tim odstranime us a ztustane u;). Dostavame

Qup = 2<\/a(a—v) + \/a(a—i—v)),
Uy :\/5<\/a—v+\/a+v>.

Rovnice (1.6) a (1.7) odecteme (tim odstranime u; a zlstane ugy). Dostavame

Qus —2(\/a(a+v) — \/a(a—v)>,
u2=\/5<\/a—|—v—\/a—v>.

Vysledek: u; = a(va —v+ va+v), ug = va(va+v—+a—0o).
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Priklad 11

Jsou dény délky stran a, b, ¢ ostrothlého trojuhelnika ABC. Vyjadiete vysku v, = |AD|
pomoci a, b, ¢ (viz obrazek 1.2).

Reseni

Pro jednoduchost oznacme v, = v.
Pomoci Pythagorovy véty vyjadiime x = vc2 —v2 ay = Vb2 — 02, Obrézek 1.2:
Vime, ze ¢ + y = a, tedy

V2 — 242 — 02 =a. (1.8)

Tento vztah dale upravujeme:

VE e JE
A —? :a2—2a\/m+b2—1)2
2a\/m =a’ 4+ b -
4a*(b* — v*) =(a® + b* — c*)?
4a*b* — 4a%0v® =(a* + V¥ — *)?
2

Nyni je nutné odstranit nepiijemnou druhou mocninu. Pievedeme tedy vyraz (a? + b — c?)
na druhou stranu, coz nam umozni pouzit vzorec z? — y% = (z — y)(x + y):

4a*b* — (a® + V? — *)? =4a*v
(2ab — a® — b + ¢?)(2ab + a® + b* — ¢?) =4a*v?
(? = (a —b)»)((a +b)? - ) =4a*v?

Opét pouzijeme vzorec 2 — y% = (z — y)(x + y):

(c—a+b)(cta—b)a+b—c)(a+b+c)=4a*v?

Pro zjednoduseni zapisu oznacme p = (a + b+ ¢). Dostaneme
2(p — a)2(p — b)2(p — ¢)2p =4a*v?,

4p(p — a)(p — b)(p — ¢) =a*v?,
av =2v/p(p — a)(p — b)(p — ).

Vysledek:

f\/p —a)(p—"b)(p—c), kde p:%(a +b+c). (1.9)

Ulohy

1. Jsou déany délky stran a, b, ¢ trojihelnika ABC. Zjistéte jeho obsah S = |[ABC|.

2. Dokaite, ze vztah (1.9) plati i pro (a) tupothly, (b) pravouhly trojuhelnik.
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. Jsou dany délky stran a, b, ¢ trojihelnika ABC'. Najdéte polomér kruznice (a) vepsané o,

(b) opsané r za predpokladu, Ze znate jen Herontv vzorec a vztah S = %ab siny a zadny
vztah mezi ¢ a obsahem trojuhelnika.

. Vyjadiete v, (vztah (1.9)) pouze pomoci a, b, ¢ a zjednoduste ho.

. Jsou dany délky stran a, b, ¢ trojuhelnika ABC. Pomoci a, b, ¢ vyjadiete (a) ¢islo d = |DE],

kde D je pata vysky na stranu a a E pata téZnice na a, (b) t,.

. Mame dén ¢étverec, ktery je popsan podle obrazku 1.3 (E je obsah trojihelnika o stranach a,

¢, d, F' je obsah lichobéznika o stranach d, ¢, ¢, b, G je obsah ¢tverce o strané c).

Obréazek 1.3:

V nésledujicich tlohach budou dany vzdy dva udaje z udaju a, b, ¢, d, E, F, G a nasim
ukolem bude vyjadfit vSechny ostatni idaje pomoci téchto dvou. Tedy je dano

(a) a,c¢, (b)) a, b, (¢) a,d, (d) a, E, (¢) a, F, (f) a,G,
(g) b, c, (h) b, d, (1) b, E, (J) b, I, (k) b, G, (1) ¢, d,
(m) ¢ B (@ ¢fF, (0 ¢G, (p) 4 F, (@ 4 F, () 4G,
(sy E,F, (t) E,G, (u) F,QG.

Vysledky

. Podle pifkladu 11 je S = 3av, = /p(p —a)(p —b)(p — ¢), kde p = 1 (a + b+ ¢).

U prikladu 11 byl uvazovan pouze ostrouhly trojuhelnik, ale zde je trojuhelnik libovolny. V pripadé,
ze bod D nelezi na tsecce BC, neni pravdivy vztah x + y = a, z néhoz jsme vychézeli.

Nové feSeni: Vztah (1.9) je platny i pro tupothly (pravothly) trojihelnik, jestlize a je nejdelsi strana.
Pak vztah (1.8) zistava pravdivy, nebot zde bod D lezi uvniti strany BC.

. Protoze vztah S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) (je to tzv. Herondv vzorec) a S = Lav, plati pro

v8echny trojihelniky, platii (1.9) pro libovolny trojuhelnik.

- - - . ’ v 7’ 7z
(a) 0 = V(P a)(;’ bp C), kde p = 2(a+b+c). (b) Ze sinové véty méme 5ny = 2r. Déle
S = labsiny = 2¢. Odtud a z Heronova vzorce dostaneme r = abe , kde
2 4r 44/p(p—a)(p—b)(p—0)
p=3(a+b+ec).

Vg = 5=V2022 + 2a2b% + 2a2c2 — ot — b1 — !

. (a) Staci pouzit Pythagorovu vétu na pravothlé trojuhelniky BDA a DAC. Vysledek:

_ |e2=b?]
d= 2a

v (a) a v tloze 4. Vysledek: ¢, =

. (b) V libovolném trojthelniku plati t2 = v2 4 d2. Déle pouzijeme vztah nalezeny
oI Es
20 a .

. Vysledek vyjadiime v tabulce 1.1.
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(a) | a,c b:C—CL,d:\/a2—|—c2,E:%LLC,F:%C(2C—CL),G:C2,
(b) | a,b | ¢=a+Db,ostatni tdaje dostaneme po dosazeni do (a) za c,
() |a,d | c=+d?— a2 dosadime do (a) za c,

d) |a, E |c= %, dale dosadime do (a) za c,

(e) | a, F | c=3(a++va®+16F), dosadime do (a) za c,

) | a, G | ¢c=+G, dosadime do (a) za c,

(g) | b,c | a=c—b,dosadime do (a) za a,

(h) | b,d | c=3(b+v2d*—b?), dosadime do (g) za c,

(i) | b E | a=3(Vb>+8E —b), dosadime do (b) za q,

(G) | b, F | a=3(Vb?+8F — 3b), dosadime do (b) za a,

k) | b, G | a=+G —b, dosadime do (b) za a,

(1) |ec,d | a=+d?*—c? dosadime do (a) za a,

(m) | ¢, E |a= %, dosadime do (a) za a,

(n) | ¢, F |a= &;F), dosadime do (a) za a,

(o) | ¢, G | prvky jsou zavislé,

(p) |d, E |a= \/ﬁ—i Vd;_lﬁEQ, dosadime do (c) za a,

() | d.F |a= /50 —8F — il 16Fd — 16F?), dosadime do (c) za a.
(r) | d, G | c=+/G, dosadime do (1) za c,

(s) | E,F |a= \/%, c=+E + F, dosadime do (a) za a a c,

t) | E,G|c=VG, a= \2/—%, dosadime do (a) za a a c,

(W) | F,G | c=vVG, a= 2((\;/_6F), dosadime do (a) za a a c.

Tabulka 1.1:
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1.4 Parcialni zlomky

Méme-li v rukou pfenést z mista na misto 30 cihel, nebudeme je pfenaset najednou, ale po
castech. Podobné, kdyz mame bez kalkulacky s¢itat 9 pétimistnych cisel, rozdélime si ¢isla na,
feknéme, t¥i skupiny po tfech a kazdou skupinu secteme zvIast a pak secteme dil¢i vysledky.
Metodu rozlozeni slozitého tikolu na jednodussi pouzivame casto zcela automaticky. Nékdy je
tato metoda zakladem TeSeni slozitych matematickych tloh.

Napriklad starovéké kultury neznali zlomek v nasem slova smyslu. Znali pouze kmenové
na soucet nékolika kmenovych zlomkid. Ahmestv papyrus, napsany kolem roku 2000 pred
Kristem, uvadi navody na déleni zalozené na takovych rozkladech. Naptiklad 7 chlebt se dé-
lilo mezi 8 lidi podle pravidla % =1+1+ % takto: ¢tyfi chleby se rozpilily, dva se rozétvrtily
a jeden se rozdélil na 8 stejnych dila. Kazdy z osmi podilnikd pak dostal jednu polovinu, jednu
¢tvrtinu a jednu osminu. Uvedené tabulky pisafe Ahmese obsahuji mnohé podobné, nékdy
dosti slozité, vztahy: % = % + %, nebo % = i + 5—18 + ﬁ + ﬁ

Podobny postup rozkladu pouzivame pfi integrovani lomené racionalni funkce ggg, kde P(x)
i Q(x) jsou polynomy. S iplnou teorii takého integrovani se seznamite pozdéji v rdmci matema-
tické analyzy. Zde se omezime na nabyti prvnich zkusenosti s dilezitou procedurou rozkladu
zlomku na parcidlni (¢aste¢né) zlomky. V zavéru odstavce uvedeme vymezeni pojmu parcidlni
zlomek a vétu o rozkladu lomené racionalni funkce na parcialni zlomky

Priklad 12

Vyjadriete vyraz 0 3245 __ jako soucet parcidlnich zlomki.

z+3)(z—1)

Reseni

Pfi rozkladu na parcialni zlomky je dtlezity jmenovatel racionalniho vyrazu. V tomto pripadé
se ve jmenovateli nachazi pouze sou¢in dvou linedrnich vyrazt. Ze zkusSenosti se s¢itanim
zlomkl vime, ze hledany rozklad bude mit asi tvar
3z +95 A B
(x4+3)(z—1) z+3 + x—1
kde ¢isla A a B musime zjistit. Rovnost budeme upravovat. Nejdfive se zbavime zlomkt a pak
dame k sobé vyrazy s neznamou z:

3r+5=A(x—1)+ B(x+3)
3r+5=x2(A +B)+(3B—-A) (1.10)

Ve vztahu (1.10) porovname koeficienty u x a absolutni ¢len. Posledni vztah plati pro vSechna
z € R kromé z = 1, x = —3. Plati tedy pro z = 0. Odtud mame 5 = 3B — A. Pak ale lze
puvodni vztah zjednodusit na tvar 3z = x(A + B). Odtud 3 = A + B. Tak jsme z funkéniho
vztahu (1.10) odvodili dva ¢iselné vztahy A+ B = 3, 3B — A = 5. Soustavu vyfesime
a dostaneme A =1, B = 2.

, . 3a+5 1 2
Vysledek: 5oy = 33 T 21

Priklad 13

Vyjadiete vyraz % jako soucet parcidlnich zlomk.
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Reseni
Postupujeme stejné jako v predchozim piikladu:
5a? —2r—1 A B

(x+1)(22 +1) x—|—1+x2+1’

odkud 522 — 22 — 1 = Ax? + Bz + (A + B). Porovnanim koeficientt u 22, = a absolutnich
¢lent dostaneme soustavu t¥i rovnic o dvou nezndmych: 5= A, —2=B, -1 = A+ B.

Tato soustava nemé feseni. P¥i¢inu vidime — médme malo neurcitych koeficientti. Musime aspon
jeden nékam pridat. Kam? Zfejmé nékam do druhého zlomku, protoze v jeho jmenovateli je
x2. Udélejme tedy pokus najit A tak, aby po ode¢teni zlomku 3%;1 od levé strany zutstal zlo-
mek se jmenovatelem z2 + 1. Tedy
5r2 — 2z — 1 A b2 —2z—1—-Az* - A  (5—A)a? -2z - (A+1)
(z+1)(z2+1) x+1 (z +1)(22+1) B (z+1)(22+1)

Cislo A musime volit tak, aby v ¢itateli byl sou¢in dvou vyrazi, z nich jeden je (x + 1), tedy
aby * = —1 byl koten rovnice (5 — A)x? — 2z — (A + 1) = 0. Po dosazeni z = —1 mame
5—A+2—-A—1=0, odkud A = 3. Pak bude ¢itatel mit tvar 222 — 22 —4 = 2(z + 1)(z — 2)
a cely zlomek ma tvar

2+ 1)(x—2) 2r—4

(x+1)(22+1) 22+1°

Nasli jsme nejen hledany rozklad
5r? — 2z — 1 3 2z — 4

+ )
(z+1D)(22+1) =z+1 22+1
ale i metodu, jak v budoucnu postupovat rychleji. Je-li v rozkladovém zlomku ve jmenovateli
linedrni polynom, bude v citateli konstanta. Je-li ve jmenovateli nerozlozitelny kvadraticky
polynom, bude v ¢itateli linearni polynom.

, . bx?2-2x-1 _ 3 2x—4
Vysledek: o"5yierty = 237 + 271

Priklad 14

Vyjadrete vyraz % jako soucet parcidlnich zlomki.

Reseni

Pouceni pfedchozim pfipadem, hleddme rozklad ve tvaru

r+4 A Bx+C

G+ D@—22 z+1 (@=2?

Po tpravé dostavame
r+4=Ax—-2)2+(Br+C)(xz+1)=2%(A+B) +2(—44+ B+ C) + (4A+C).
Porovnanim koeficienttt u 22, x, z° ziskdme soustavu rovnic A+ B =0, —4A+ B+ C =1,
4A+C:4sfeéenimA:%,B:—%, C’z%.

Hledany rozklad ma tvar ( 44 28

_ 1
z+1)(z—2)2 ~ 3(z+1)  3(x—2)2"

Posledni zlomek rozkladu Ize jesté dale rozlozit tak, ze v Citateli nebude proménnéa x:
z—8 _ (z—2)-6 1 2

3(z—2)% ~ 3@-2)2 _ 3(x—2) (z-2)2"

, . r+4 — 1 1 2
Vysledek: oifioap = sarp 39 T o
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P PNy Y e X .. A Cz+D
Zavér: Parcidlnim zlomkem nazveme kazdy zlomek téchto dvou typu: @oB)" (B2+FatG)

kde n je pfirozené ¢islo a A, B, C, D, E, F, G € R jsou libovolna ¢isla, pficemz E # 0
a rovnice Ez? + Fz + G = 0 nemé realné koieny.

V algebre se dokazuje silna véta, kterad hraje dulezitou roli v integralnim kalkulu.

P(z)
Q=

Véta o rozkladu raciondlni lomené funkce: Necht P(x), Q(x) jsou polynomy. Pak funkce
se d4 napsat jako soucet polynomu a kone¢ného poctu parcidlnich zlomk.

~

Véta tvrdi, Ze uvedeny rozklad existuje, ale netvrdi, ze jej vzdy umime najit. To zavisi na
tom, zda umime rozlozit polynom @(z) na linedrni a kvadratické faktory. Napiiklad polynom,
jehoz stupen je vétsi nez 4, umime rozlozit jen vyjimecné.

Ulohy

Vyjadrete vyraz jako soucet parcidlnich zlomkii:
3 +11 242247 3z+16
(a) mv (b) ma (c) a;(:p:i)z ) (d) @U*;)(Tm’
(e) 42345224721 (f) 23 —422-192—35 (g) z2—1 h) —x* 4224326

) gng—:c—ﬁil)Q ’ s ;2—7x ’ (z—1)(z+2)(z—3)’ z*(z—2) ’
() 2l () e
Vysledky

(a) Pozor, jedna se o neryze lomenou racionalni fuknci, ve které je stupen éitatele vétsi nez
stupen jmenovatele. V nasem ptipadé je v Citateli vyraz stupné 3 a ve jmenovateli stupné 2.
Neryze lomenou racionalni funkci prevedeme na soucet polynomické funkce a ryze lomené
racionalni funkce.

Tedy+3:$—3+%:x—3+%+ﬁ, (b) =5+ 2, (o) T+ =5+
+ e (D) 35 + 58 () 2 + oy O 43+ 2+ 2%, (8) spry T saow
(h) 3+ %+ 5+ 7% () 3(954_1) + 3(90221211)’ () =% * @

1.5 Riuzné ulohy

Priklad 15

Rozhodnéte bez pouziti kalkulacky ¢i pocitace, které z Cisel je vétsi:
b — 5555555553 . _ 6666666664
= B5B555655572 C T 66660666 669"

Reseni

Vzhledem k velikosti ¢isel b a ¢ je nutné pouzit trik zndmy napf. z matematické olympiady.
Vyjadiime si obé€ ¢isla co nejjednoduseji pomoci pismen.

Necht napf. z = 1111111110, pak b = 222 a ¢ = 3245

Nyni od sebe odecteme oba zlomky a zjistime, zda je rozdil vétsi, ¢i mensi nez nula, ¢i roven
nule. Po tpravé dostaneme

_5m+3 6x+4_ r—1

hb—ec= - = :
“Thr+7 62+9 (5z+7)(6z+9)
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Uvédomime-li si, jak velké je ¢islo z, je jasné, Ze zlomek — je vétsi nez 0. Ted
( J y

5z+$)(6w+9)
b—c¢ > 0 a zlomek b je vétsi nez zlomek c.
Vysledek: b > ¢
Priklad 16

Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla 777

Reseni I
Priklad budeme nejprve fesit pomoci Moivrovy véty. Nejdfive musime ¢islo z = 1 — i prevést

na goniometricky tvar:
V2 1 V2

1
T:\/1+ :\/5, COS@ZEZT, Sil’lgO:* = ——.

S
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Tedy T

Pouzijeme-li Moivrovu vétu, dostaneme

216 = (1/2)16 (cos[16(—4)] +1i- sin[16(—4)]>,

216 = 28 (cos(—47r) +i- sin(—47r)> =2%.1=28%

1\ 1
(1—i> T o8
1

Vysledek: Redlna cast je 55, imaginarni ¢ast je 0.
Reseni II

Priklad mtzeme ftesit také jednoduchym trikem, jehoz podstata bude jasna z nasledujiciho
radku:
1 1 1 1 1 1

(1—1016 - [(1—1i>218 T @208 T (2 TR T BT T B(DF TP

Tedy

Vysledek: Realna cast je 2%, imaginarni ¢ast je 0.

Ulohy

. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
777

(b) (1+1)% + (1 - 1)

. Zjistéte, které z cisel x, y je vétsi

_ 278000007 , _ 278000000 _ _
(a) © = Z1000007> ¥ = 7510000000 (D) & = 1ogg 80, y = logg, 640.

Vysledky

. (a) Redln4 ¢ast je —2%, imaginarni ¢ast je 0, (b) realna ¢ast je 248 - 17, imaginarn{ ¢4st je 0.

. (a) >y, (b) rada: pfevedte nejdiive oba logaritmy na logaritmus o stejném zakladu; vysle-
dek: z < y.



Kapitola 2

Posloupnosti a rady

2.1 Posloupnosti

Umluva: Posloupnost redlnych é&isel a1, az, as, ... budeme zapisovat (a;)$;, nebo pouze (a;),
je-li definiénim oborem mnozina vSech pfirozenych Cisel.

Posloupnost (a;)°; lze chapat jako zobrazeni N — R, i — a;, které kazdému pfirozenému
¢islu ¢ priradi realné ¢islo a;.

Ne vzdy pracujeme s nekoneénymi posloupnostmi. V pfipadé, Ze uvazujeme kone¢nou posloup-
nost ai, as,. .., a,, kterd ma n ¢lend, zapisujeme ji (a;)}_ ;. Zde ovSem horni index vypoustét
nemizeme.

Posloupnosti mohou byt dany (a) pfedpisem pro n-ty ¢len, nebo (b) rekurentné, kdy je dan
¢len a; a pravidlo, jak ¢len a,41 vypocteme z jiz zndmého ¢lenu a,,.

Napiiklad posloupnost 1, 2, 4, 8, 16, 32,... mfize byt popsina (a) predpisem a, = 2"},

(b) rekurentné a; = 1, apt1 = 2ay.

V obou ptipadech n nabyva vSech hodnot n = 1,2,3,.... To, Zze n nabyva dcisel 1, 2, 3,...,
pri zadavani posloupnosti neuvadime.

Rekurentni pravidlo, které obvykle ukazuje jak najit a,y1, zndme-li a,, 1ze popsat jinak.
Naptiklad misto a1 = 2a, mizeme psat a, = 2a,—1. Pak ale musime zménit defini¢ni obor
pro index n. Ten bude n = 2,3,4,....

Neékdy je obtizné posloupnost, ktera je popsana rekurentné, popsat predpisem. Ilustraci uvi-
dime v tloze 12 v tomto odstavci.

Neékdy se setkdvame s posloupnostmi jinych objekti, nez jsou c¢isla. Naptiklad s posloupnosti
bodu, vektortd, primek, ¢tverct,. .. Ilustraci takové posloupnosti uvidime v prikladu 3.

Dva zakladni typy posloupnosti jsou aritmeticka posloupnost a geometricka posloupnost.
Aritmetickd posloupnost a1, ag = a1 +d, ag = az + d, ag = az + d,. .. je popsana

(a) pfedpisem pro n-ty ¢len a, = a; + (n — 1)d, kde d je diference a ¢isla a; a d jsou déna,
(b) rekurentné a, 1 = a, + d, kde ¢isla a; a d jsou dana.

Geometricka posloupnost a1, as = a1q, az = a1q?, ay = a1¢>,. .. je popsana
(a) predpisem pro n-ty ¢len a, = a1¢" !, kde ¢ je kvocient a &isla a1 a ¢ jsou déna,
(b) rekurentné a,+1 = anq, kde ¢isla a; a ¢ jsou déna.

23



24 KAPITOLA 2. POSLOUPNOSTI A RADY

Priklad 1

Najdéte prvni étyii éleny posloupnosti dané vztahy a,1 = a, +n?, a; = 2.

Reseni

Zndme a; =2, tedy ap = a1 + 1> =2+1=3.
Podobné as =as+22=34+4=Taas=a3+3°=7+9 = 16.

Vysledek: a1 =2, a9 =3, a3 =7, ag = 16.
Priklad 2
Najdéte alespon jeden rekurentni vztah pro posloupnost —20, —19, —17, —14, —10, ...

Reseni
Nejedné se o aritmetickou, ani o geometrickou posloupnost. Musime najit zdkonitost jinde.
Je vyhodné podivat se na rozdily mezi kazdymi dvéma nasledujicimi ¢isly:

—19=-20+1
—17=-19+2
—14=—-17+3
—10=—-14+14
Posloupnost rozdilt je tedy 1, 2, 3, 4, .. ..
Danou posloupnost mtizeme napsat rekurentné jako a; = —20 a any+1 = an + n.

Vysledek: a1 = —20, an+1 = an +n

Priklad 3
Ze stiedu S = (0,0) ¢tverce ABCD, kde A = (—6,—6), byl vyslan paprsek svétla na
stranu AB. Po dopadu v bodé X (4, —6) se odrazi podle zdkona o thlu dopadu a odrazu
a narazi na stranu BC v bodé X3(6,—3). Opét se odrazi a sméfuje na stranu C'D. Zde

dopadne v bodé X3(x3, 6), pokrac¢uje smérem k bodu X4(—6, y4) na strané AD atd. Popiste
posloupnost boda X7, X9, X3, Xy4,....

Reseni
Situaci nakreslime na étvereckovy papir (viz obrézek
Obrazek 2.1: 2.1). Zde lehce najdeme hledané body.

V}'fsledek: X1 (4, —6), X2(6, —3), X3(0, 6), X4(—6, —3), X5(—4, —6), X6(4, 6), X7(6, 3), Xg(o, —6),
Xg(—6, 3), Xlo(—4, 6), X171 = X1 atd. Tedy X410 = X5 pro vSechna n € N.

Posloupnosti tohoto typu nazyvame periodické. V nasem ptipadé je perioda 10.
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Priklad 4

Najdéte dalsi tii ¢leny posloupnosti 1, 1, 2, 2, 3, 3, ...a urcete jeji n-ty clen. Najdéte
aspon dveé ruzna reseni této ulohy.

Reseni

Na prvni pohled se zda, ze tloha mé jediné feSeni: dalsi tfi Cleny jsou 4, 4, 5, a n-ty Clen
ma tvar a,, = % + % ro n liché a a,, = @ pro n sudé Neni tomu tak. Existuji i dalsi feseni.
Napiiklad a, = % + 3 + [2] pro n hche a a, = % + [2] pro n sudé!'. Pak dané posloupnost
vypada nasledovné: 1, 1,2,2,3,3,4, 5,6, 6,. Podobne lze ziskat nekone¢né mnoho dalsich
feSeni. Provéite, ze feSeni dava kazdy z pfedpisﬁ: ay, = [”7“] + [%], kde p je jakékoli redlné
¢islo vétsi nez 6.

Poznédmka: Vidime, Ze zadné posloupnost neni jednoznac¢né popsana svymi nékolika prvnimi
¢leny. Ani tenkrat, kdyby téch ¢lent byl milion. Vzdy totiz lze vzit dostateéné velké priro-
zené ¢islo p a k dané posloupnosti pricist ¢len [%} Vyraz [%] bude pro prvnich p — 1 ¢leni
posloupnosti nulovy a zacne se projevovat az od ¢lenu p-tého.

Z uvedeného plyne, zZe jestlize je ddno nékolik (lhostejno zda deset, nebo milion) prvnich ¢lenti
posloupnosti, pak tloha ,najdéte dalsi ¢leny posloupnosti“ a stejné i illoha ,najdéte n-ty clen
posloupnosti“ mé vzdy nekoneéné mnoho feseni. Na druhé strané u mnoha takovych tloh
byva jen jedno feSeni ,pékné“ a obycejné takové hledame. Ale kazdé dalsi spravné feSeni je
stejné dobré jako ono ,,pékné“. V tomto duchu je nutno chapat nase feseni tloh 1, 2 a 4
uvedend ve vysledcich.

Ulohy

. Urcete n-ty ¢len alespon jedné posloupnosti (ay,), jejiz prvni ¢leny jsou

(a) 1,-1,1,-1,...  (e)1,—4,9,-16,25,.

(b) 3,2,2,%,.. () 54, $§ 6vg % g,”.

@)%612f0§0 (g) 0,5, %, 1,2 10, -4 -3 1, -3 —1o,...
(d) 37157352637 "

. Najdéte dalsi dva Cleny alespon jedné posloupnosti, jejiz prvni ¢leny jsou

(a) 4,7,12,19,28, ... (c)4,5,3,7 —1,
(b) 4,5,7,11,19, ... (d)1,2,5,14,41,...

. Najdéte prvni ¢tyfi ¢leny posloupnosti dané rekurentnimi vztahy

(@) Gny1 = an +2n,a1 =3, (c) any1 = an +2n —n?, a; =5,

(b) ans1 = an —n?, a; = 30.

1Zde hranatd zdvorka oznacuje celou ¢ést ¢isla. Napriklad: [4,38] = 4, [0,99] = 0, [1] = 1, [V17] = 4,
[ = [23] = 23 [ 4] = 72 Celé éést reélného éisla x je celé éislo [ ] které je rovné éislu z, jestliie T
vymezem pojmu Je dano definici: Ke kazdému realnému ¢islu x existuje pravé jedno celé &islo [z] tak, ze
z — 1 < [z] < z. Toto celé ¢islo nazyvame celd ¢ast Cisla x.
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. Najdéte rekurentni popis alespon jedné posloupnosti, jejiz prvni ¢leny jsou

(a) 20, 17, 11, 2, =10, ... (c) 1, 2, 6, 24, 120, ...
(b) 20, 19, 15, 6, —10, ...

. Posloupnost, ktera je popsana rekurentné, popiste predpisem pro n-ty clen.

(a) ap =3, ap, =an—1+5, (b) a1 =4, ap = ap—1—3, (c) a1 = =5, ap = ap—1 + 8.

. Salmonella enteritidis je jedna z bakterii, ktera zpusobuje, Ze se maso kazi. V idealnich pod-

minkach se reprodukuje tak, ze pocet bakterii se zdvojnasobi kazdych 20 minut. Pokud je
pocatecéni pocet bakterii 1000, jaky je jejich pocet (a) po 24 hodinach, (b) po n hodinich?

. Soutéze se ztcastnilo 128 hract. V kazdém kole vypadla vzdy polovina hraca. Kolik hract se

zucastnilo n-tého kola? Kolik kol méla soutéz?

. Necht k € N je pevné dané ¢islo. Pro posloupnost danou rekurentné piedpisem a; = 0,

an = Gn—1 + kn plati ag > 20, a5 < 50. Najdéte k.

. Necht p € N je pevné dané ¢islo. O posloupnosti dané vztahy a; = p, ap+1 = 2a, + 1 vime,

7e a4 < 63 < as. Najdéte vSechny mozné hodnoty pro p.
Pocet obyvatel mésta vzroste o 15% kazdy rok. Po kolika letech se pocet obyvatel zdvojnasobi?

Pfimky v : y = —1 a v : y = 1 znazornuji rovnobézna zrcadla. Z bodu A = (0,0) je vyslan
svételny paprsek, ktery na zrcadlo v dopadne v bodé X; = (p,1), p € R. Najdéte bod
X5, v némz paprsek poprvé dopadne na druhé zrcadlo, bod X3, ve kterém paprsek podruhé
dopadne na prvni zrcadlo, az bod (a) X190, (b) X1000, (¢) Xp.-

Posloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., kterd je dana rekurentné predpisem f; = fo = 1,
fn+2 = fa+1 + fn, pron = 1,2,3, ..., se nazyva Fibonacciho. (Leonardo Fibonacci Pisansky
11807 — 1250). Najdéte prvnich dvacet ¢lent této dilezité posloupnosti a pokuste se odhadnout
Clen tricaty.

Vysledky

. a) ap = ( )n ! (b) ap = HLH, (C) ap = n(n"i_l), (d) apn = m7 (e) apn = (_1)1171'”27

n n . m(n—1
f) a, = ( Hm-2-34 ()an:sm%.

(
(
(a) 39, 52, (b) 35, 67, (c) 15, —17, (d) 122, 365.
(a) 3, 5, 9, 15, (b) 30, 29, 25, 16, (c) 5, 6, 6, 3.
(a) a1 = 20, any1 = an — 3n, (b) a1 = 20, api1 = ap —n?, (¢) a1 =1, ans1 = (n+ 1ay,
(a) a, =5n -2, (b) a, =7 —3n, (c) a, = 8n — 13.
. (a) 2™ - 1000, (b) 23" - 1000.
- 525, T kol.
k=3
.p€{4,5,6,7}
. Po péti letech.
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Xz = (3p,-1), X3 = (5p,1),..., (a) X10 = (19p, 1), (b) X1000 = (1999p, —1),
(¢) Xn((2n = Dp, (=1)"*).

1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, foo = 6765, f30
je asi 832 000. K odhadu se vratime v piikladu 13.

2.1.1 Aritmeticka a geometricka posloupnost

Casto se v souvislosti s posloupnosti ai, as, as,...uvazuje i posloupnost ¢aste¢nych soucti,
ktera je definovana s; = a1, ss = a1 + a9, s3=a1+az+as, ..., s, =ai+as+---+ a,, nebo
rekurentné s; = aj, Sp+1 = Sp + Gnt1-

Pfipomenime, Ze pro aritmetickou posloupnost (a1 + (n — 1)d) je
n(n —1)

S (2.1)

n
Sp = §(a1 +ap) =nay +

a pro geometrickou posloupnost (a1¢" 1) s kvocientem g # 1 je
1 _ N
S = 01 _qq . (2.2)

Poznamka: Platnost vztahu (2.2) vidime z nasledujici avahy:
Sp=a1+ag+--+ap,=a1+aq+---+a1¢" P =a;(1+q+---+¢* 1. Odtud
sp=a1(l+q+---+¢" 1. Kdyz tento vztah vynasobime vyrazem 1 — g, dostaneme
sn(1 —¢q) = a1(1 — ¢") a odtud plyne vztah (2.2).

Priklad 5

Je dana aritmeticka posloupnost 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45,....
(a) Najdéte agp.
(b) Posloupnost popiste pfedpisem pro n-ty ¢len.

)

(c) Posloupnost popiste rekurentné.
(d) Muze byt mezi ¢leny posloupnosti prvocislo? Zdavodnéte.

Reseni

Lehce nahlédneme, zZe rozdil sousednich ¢isel posloupnosti je 6, tedy jde o aritmetickou po-
sloupnost s prvnim ¢lenem a; = 9 a diferenci d = 6. Tedy (b) a, =9+ (n —1)6 = 6n + 3,
odkud (a) azp = 6.20 + 3 = 123. Déle (c) a1 =9, ant1 = an +6; (d) a, =6n+3 =3(2n+1)
je cislo délitelné tfemi a vétsi nez tii, tedy to nemtze byt prvocislo.

Priklad 6

Sesty ¢len aritmetické posloupnosti (a;,,) je 33. Soucet prvnich 25 ¢lenti je pétkrat vétsi nez
soucet prvnich deviti ¢lenid. Najdéte a; a d.

Reseni

Je dano ag = 33 a s95 = Hsg, tedy po pouziti zédkladnich vztahi pro aritmetickou posloupnost
dostaneme: ag = a1 +5d = 33 a s95 = 25a1 + 253& -d, sg = 9a1 + %‘d, tedy 2ba1 + 252& -d =
= 5(9a1 + %2 - d). Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamgch a; a d. Tuto soustavu
vyfesime a dostaneme a; = 18 a d = 3.

Kontrola: ag = a1 +5d = 18 +5-3 = 33, s95 = 1350, sg = 270 a 270 - 5 = 1350.
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Vysledek: a1 =18, d = 3.
Priklad 7

Vime, ze v aritmetické posloupnosti je ag = 29. Zjistéte ¢islo s15.

Reseni

Nejdiive rozepiseme sy5:

s1s =a1 +ag +ag+---+aiz3+ay+as=
:(a1+a15)+(a2+a14)+--~+(a7+a9)+a8

Nyni si uvédomime, ze a1 + a15 = a2 + a14 = - - - = a7 + ag = 2ag (naptiklad a1 + a5 =
=a1+ a1 +14d = 2((11 + 7d) = 2(18). Tedy

S15 = 2ag + 2ag + - - - + 2ag + ag =
= 15ag = 15 - 29 = 435.

Vysledek: s15 = 435
Priklad 8

Je dana geometrickéd posloupnost 16, 24, 36, 54, 81,....
(a) Najdéte aqp.

(b) Popiste posloupnost predpisem pro n-ty ¢len.

(c) Popiste posloupnost rekurentné.

(d) Najdéte ty ¢leny ay, pro které je /a, Cislo racionalni.

ResSeni

Jednd se o geometrickou posloupnost, kde a; = 16 a g = % Tedy (b) a, = 16(%)"*1 =

=3"71257" pron =1,2,3,..., tedy (a) ajo = 3% -27% = %, (¢c) a1 = 16, apy1 = ay - %,
(d) Van = 1/16(3)n1 = 4(%)% Toto ¢islo je racionélni, pravé kdyz je (%)nT_1 racionalni,
tj. kdyz ”Tfl je prirozené, tedy n je liché.

Priklad 9

Geometricka posloupnost ai, as, as,...je tvorena celymi ¢isly a plati ay = 1998.
Najdéte vSechny takové posloupnosti.

Reseni

PouZijeme vztah pro geometrickou posloupnost a dostaneme as = a1¢> = 1998 = 2- 33 . 37.
Z tohoto vztahu ihned vidime, Zze a; = 2 - 37, ¢ = 3 je jediné TeSeni.

Vysledek: a1 =74, g = 3.

Zapomneéli jsme, ze kvocient ¢ muzZe byt i ¢islo 1 a ¢islo zaporné. Tedy existuji ¢tyfi reSeni:
a1 =74, q=3;a1=—-74,q=—-3; a1 =—1998, g=—-1aa; =1998, ¢ =1.
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Priklad 10
X & _ 1,2 ,3 4 n
Urcete soucet s = 5 + 55 + 55 + 57 + - + g0
Reseni

Uvedeny soucet neobsahuje ani geometrickou, ani aritmetickou posloupnost, musime ho tedy
nejdiive trochu upravit. Vsimneme si, ze kdyby nebylo citateli, jednalo by se o geometrickou
posloupnost s kvocientem % Soucet si tedy vhodné rozepiseme:

1.2 3 4 n o
8—54-?4‘?4‘?4—“'4'27—

= 1+i+i+ +i + i+i+ +i + 1 +i + 1
2 22 93 on 22 " 9 on on—1 " 9on on
—_— ~~

-~

S1 52 Sn—1 Sn

Soucty s1, s2,...S, najit umime. Jedna se o soucet nékolika prvnich ¢lenti geometrické po-

sloupnosti.
Dostaneme
1 1-—5 1
S — — -
P2l on’
1 1—5: 1 1
P R ua R TS

Pozor, dopustili jsme se zavazné chyby. Casto automaticky predpokladame, Ze v posloupnosti
je n ¢lend. To vSak byla pravda pouze u prvni zévorky. Posloupnost ve druhé zavorce ma jiz
pouze n — 1 ¢lend (neni tam ¢len %), posloupnost ve tfeti zdvorce pouze n — 2 ¢lent atd.
Tedy spravné je

1 1-545 1 1
RTYTL T T
1 1-55 1 1
S —m — ¢ —m = = — — —
T8 1 4 2

11— 1 1
’ _2n72_27n7

1-3 1 1

= on 1 agn

1
2
Hledany soucet s dostaneme jako s = s; + s2 + s3 + - - - + s,. Tedy po malé ipravé mame
1 1 1

+2n71 7n.27n'

I PRI
5= 271 on—2

V zévorce je opé€t geometrickd posloupnost s kvocientem % Pouzijeme tedy opét vzorec (2.2)

oantl_p—2

a po upravé dostaneme s = o
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, . _ 2n+1_ )
Vysledek: s = =—57"==.
Priklad 11

Soucet vsech ¢lenii Sesti¢lenné geometrické posloupnosti je 909,09, soucet sudych
¢leni je —101, 01. Najdéte c¢leny této posloupnosti.

Reseni

7 udaju v tloze vytvorime rovnice za pouziti vztahti, které zname z geometrické posloupnosti.
Dostaneme dvé rovnice
a1 + az +az + a4 + a5 + ag = 909, 09,
as + a4 + ag = —101,01. (2.3)
ODbé rovnice od sebe odecteme a dostaneme
a1 + a3 + as = 1010, 1. (2.4)
Rovnice (2.3) a (2.4) rozepiSeme:
a1q + a1q3 + a1q5 = —101,01
a1 + a1¢® + ai1¢* = 1010, 1
Dale upravime na tvar
a1q(1 +¢* + ¢*) = —101,01,
a1(1+ ¢* + ¢*) = 1010, 1.

Vyraz a1(1 + ¢® + ¢*) z druhé rovnice dosadime do prvni rovnice. Po tipravé dostaneme
101,01 1
1010,1  10°

q:

Dopocitame a; = 1000.

Vysledek: Posloupnost je tvofena ¢isly 1000, —100, 10, —1, %, —ﬁ.
Priklad 12

Sedm trpaslikti kopalo u své chaloupky kanal takto: v 8.00 zacal kopat prvni. Po jedné
pere prisel kopat druhy, kopali tedy dva. Kazdou dalsi peru ptribyl dalsi trpaslik, az kopali
vsichni. Ti pak jesté kopali t¥i pery. Kdyby tento kanal kopal jediny trpaslik, potifeboval
by na praci 16 hodin a 48 minut. Kolik minut je jedna pera? V kolik hodin podéavala
Snéhurka obéd, kdyz na myti potiebovali trpaslici 20 minut?

ResSeni

Prvni trpaslik kopal 9 per, druhy 8 per, ..., sedmy 3 pery (viz obrazek 2.2).

Obréazek 2.2:

Vsichni spole¢né kopali 9 + 8 + -+ - + 3 = 42 per.

Jestlize 42 per je 16 hodin 48 minut, pak lehce zjistime, ze 1 pera je 24 minut.

Zacali v 8.00 a trvalo jim to dohromady 9 per, tj. 9 - 24 minut = 216 minut. Skoncili tedy
v 11 hodin 36 minut.

Vysledek: Jedna pera je 24 minut. Trpaslici byli s praci hotovi v 11 hodin 36 minut a umyti
v 11 hodin 56 minut. Obéd tedy mohl byt asi ve 12 hodin.
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Priklad 13

Najdéte geometrickou posloupnost, pro kterou plati rekurentni vazba Fibonacciho po-
sloupnosti an4+2 = ant+1 + an (viz tGloha 12 z predchoziho odstavce). Pouzijte vysledek
k odhadu tficatého a ¢tyricatého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti.

Reseni

Hledéame geometrickou posloupnost a,, = Aq", pro kterou je ani2 = ani1 + an, tj. Ag"T2? =
= A¢"t! 4+ A¢™. Po tpravé dostaneme ¢"*t2 — ¢"t! — ¢" = 0. Posledni kvadraticka rovnice
ma dva kofeny: ¢; = 1+—\[ aqy = 1_2‘/5. Takze kazda geometrickd posloupnost (A(H'T\/g)") a

(A(172\/5)”), kde A je hbovolne realné cislo spliiuje podminku a9 = api1 + ap.

Prvni z téchto posloupnosti rychle naristd a muze byt poméfovana s posloupnosti Fibo-
nacciho. Pomoci kalkulacky najdéme tedy pomér posloupnosti Fibonacciho a geometrické
posloupnosti dané predpisem a,, = (1+‘[) Najdeme prvnich deset ¢lenti poméru (J:—" 0,62,
0,38, 0,47, 0,43, 0,445, 0,446, 0,448, 0,447, 0,447, 0,447, 0,447 (zaokrouhlovdno nejprve
na dvé, pak na t¥i desetinna mista). Jak je vidét, pomér £—Z se pohybuje kolem ¢isla 0,447,
a to ndm dovoluje odhadnout ¢islo f, jako 0,447 - a,,. Pro n = 30 a n = 100 dostavame
odhady fzo = 0,447 - (15/2)30 — 831642 a fzo = 0,447 - (1£Y5)40 — 102285 279. Piesny tvar

Fibonacciho ¢isla f,, najde ¢tenar sam v tuloze 22.

Ulohy

. Najdéte zptisob, jak pro aritmetickou posloupnost pomoci obrazku vyvodit vzorec

sp, = 5(a1 + a,). Nejprve feste pro n = 5.

. Zname soucet s prvnich k ¢lent aritmetické posloupnosti (a;). Zjistéte vSechny ¢éleny a;, které

z této informace lze zjistit. Reste pro (a) s7 = 35, (b) ss = 16, (c) s, = 100.

. V aritmetické posloupnosti (a,) je s3 = 21. Pro ¢leny geometrické posloupnosti (b,) plati

b1 = a1, by = az — 1, b3 = ag + 1. Najdéte vSechny dvojice posloupnosti, které vyhovuji
uvedenym podminkam, a posloupnosti vyjadiete vzorcem pro n-ty ¢len.

. V aritmetické posloupnosti 30, 27, 24, 21,...najdéte ¢len aj, ktery se rovna jedné osminé

souétu si_1 vSech pfedchazejicich ¢len.

. Deviticlenna aritmeticka posloupnost ma vSechny cleny celé a kladné. Které jsou to cleny,

je-1i jejich soucet 1087

0. Najdéte n, jestlize je v geometrické posloupnosti dano ¢ = 3, a, = 177147, s,, = 265 720.

10.

. Rozepiste cislo 245 jako soucet n ¢isel tak, aby kazdé bylo o 5 vétsi nez predchézejici a aby

posledni bylo 47.

. Najdéte s19 pro aritmetickou posloupnost, ve které plati a; +as = 2v2+1 a a% = 2.

. Délky stran pravodhlého trojuhelnika tvoii po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.

Dokazte, ze jsou v pomeéru 3 : 4 : 5.

Soucet prvnich n prirozenych ¢isel je o 100 mensi nez soucet nasledujicich n prirozenych ¢isel.
Najdéte n.
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Najdéte aritmetickou posloupnost (a;)i_; a geometrickou posloupnost (b;)L; tak, ze
b1—a1:1, bg—a2:4, bg—a3:17, b4—a4:50.

V geometrické posloupnosti a1, as, as,...plati a; - a3 = 2500 a aq4 = 8. Najdéte as.

Najdéte geometrickou posloupnost, pro kterou plati a; = 1, (a1 +as+as) : (az+aq) = 21 : 10.
Najdéte vSechna redlna fesSeni.

Najdéte cislice X, Y, Z tak, aby c¢islo XY Z bylo o 297 mensi nez ¢islo ZY X a aby ¢islice X,
Y, Z tvorila geometrickou posloupnost, ve které X 4+ 7 = %Y.

Soucet prvnich dvou ¢lenid geometrické posloupnosti je 14 a soucin prvnich tii ¢lend téze
posloupnosti je 1000. Najdéte a; a q.

Dluh byl splacen v mési¢nich splatkach, které tvorily geometrickou posloupnost: 1000KE¢,
250 K¢, . ... Po kolika mésicich klesne splatka pod 2 K¢?

V geometrické posloupnosti zndme a4 = 125, ajg = %. Vypocitejte ai4.

V aritmetické posloupnosti (a;) je (ag+as+ag+---+ao0) — (a1 +as+as+---+agg) = 100.
Které z ¢isel a1, ai00, d lze z této vazby zjistit?

Je dana aritmetickd posloupnost (a;). Ukazte, ze kdyz a; + a2 + as = a4 + as, pak a5 = 2a;.

Je déna geometrickd posloupnost s nenulovym kvocientem. Ukazte, ze kdyz ajasa3 = aqas,
pak a? = as.

Pan Novak prodaval na burze hydraulické zvedaky stranové typ 7515 za 2590 K¢ kus. Prv-
nimu kupujicimu prodal polovinu vsech hydraulickych zvedakid a jesté pul zvedaku, druhému
kupujicimu prodal polovinu zbylych hydraulickych zvedaki a jesté pil zvedaku, tietimu zase
prodal polovinu zbylych zveddkt a ptl zvedaku atd. Sedmému kupujicimu prodal polovinu
zbylych zvedakt a ptl zvedaku, a to jiz bylo vSechno, co mél. Kolik hydraulickjch zvedakit
stranovych mél na zacatku?

Najdéte realna ¢isla A a B tak, Ze pro Fibonacciovu posloupnost plati
fn — A( 1+2\/g)n + B(lf2\/5)n'

Vysledky

. Nakreslime si obdélnik s rozmeéry (a; + as) X 5 (viz obrazek 2.3a). Pak jej rozdélime na dvé

vzédjemné symetrické casti. Z obsahu okamzité vidime, ze a; + a5 = a2 + a4 = 2as, tedy
S5 =ai +ag+ag+ag+as = %s, kde s = 5(a;1 + as) je obsah celého obdélnika.

Zobecnéné situace je nakreslena na obrazku 2.3b.

Obrazek 2.3:

- (a) s7 = (a1 + a7) + (ag + ag) + (ag + as5) + as = Tas. Tedy ag = 2 = 5. (b) Zadny prvek a;

urcit nelze. Plati totiz ss = (a1 + ag) + (a2 + a7) + (ag + ag) + (a4 + a5) = 4(aq + as), odtud
a4 + as = 4. Kdyz ted zvolim ¢&islo a4 libovolné, bude a5 = 4 — a4, a tedy d = 4 — 2a4, odkud
a; = aq + (i —4)(4 — 2a4). Stejné dobie jsme mohli volit kterykoli jiny z prvka aq, as, as,. ...
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(c) Je-li k = 21 — 1 ¢&islo liché, pak s = so1—1 = (a1 + ag—1) + (ag + ag—2) + -+ + (aj—1 +
+ap1) +ap = (2(0 - 1)+ 1)y = kay. Tedy aj = 3¢ = %. Je-li k = 2] &slo sudé, pak Zadné
z Cisel a1, ag,...urcit nelze.

. Existuji dvé fesent: a,, = 3+(n—1)4, b, = 3-2""! nebo a,, = 12+(n—1)(-5), b, = 12-0,5" L.
. Existuji dvé feseni: ags = —66, ag = 15.
. Existuji ¢tyfi feseni: 4, 6, 8,..., 20; 8, 9, 10,..., 16; 20, 18, 16,..., 4; 16, 15, 14,..., 8.
n =12
2245 =2+ T+ 124 --- 447
. Existuji dvé feSeni: s19 = 10v/2 — 35, s19 = —150/2 — 35.
. Délky stran trojuhelnika jsou a, %a a %a.
n =10
Geometricka posloupnost: 10, 20, 40, 80,..., aritmeticka posloupnost: 9, 16, 23, 30,...
a5 = 13,2
Existuji dvé realné feseni: 1, 2, 4, 8,16,...;1, 2, 1 1 L .
X=1,Y=27=4.
ar=4,q= g
Byla to Sesté splatka ve vysi 1,00 K¢ (zaokrouhleno).
a1 = 22
d = 2, jiny udaj nelze zjistit.

Dokazeme naptiklad rozepsanim podle vzorce a,, = a1 + (n — 1)d. Nebo jednoduseji: vime, ze
v aritmetické posloupnosti plati as + ag = a1 + a4 a dale podle zadani a1 + as + ag = a4 + as,
tedy a1 + a1 + a4 = a4 + a5 a 2a1 = as.

Podobné jako u tlohy 19. V geometrické posloupnosti plati asas = ai1a4 a dale podle zadani
ajas2a3 = a40as, tedy ajalayg = aqas a a% = as.

Na zacatku mél 127 hydraulickych zvedédkt stranovych.
A= %, B = —%. Tim je nalezen obecny tvar n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti.
2.2 Rady

2.2.1 Rady a matematicka indukce

V tomto oddile se podivame blize na matematickou indukci jako nastroj na dokazovani ,,vzo-
recki® a na nekonecné rady. Pripomenme zakladni pojmy.

Vyraz tvaru a; +as +az+ -+ an + ..., kde a1, asg, as, ..., an.,...jsou ¢leny posloupnosti
(an), se nazyvéa nekoneénd rada.
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Duakaz matematickou indukci: Necht V' (n) je vyrok, ktery mé smysl pro kazdé pfirozené n od
jistého k pocinaje. Jestlize plati (1) V(k), (2) V(i) = V(i + 1) pro vSechna ¢ > k, pak V(n)
plati pro vSechna n > k.

Soudet nekoneéné geometrické fady: Necht ¢ je redlné ¢islo z intervalu (—1,1), tj. |¢| < 1. Pak
l+g+ @+ +- =

Posledni vztah plyne z (2.2) a této Gvahy: ¢im vétsi je n, tim mensi je ¢". Kdyz n roste nade

vSechny meze, klesé ¢" k nule tak, Ze je od nuly nerozeznatelné.

Priklad 14

Najdéte vzorec pro soudet konecné fady s = 12 +23+33+. .. +n3.

Reseni
Protoze se nejedna o Cleny aritmetické ani geometrické posloupnosti, zkusime vzorec pro
soucet fady hledat experimentalné. Udélame si tabulku ¢asteCnych soucti:

S1 | S2 | S3 | 84 S5 oo | Sp
1 ]9 [36]100]2257]...
12132162102 152 |... | m?

Daéle jiz nemusime pokracovat. Vidime, Ze s,, = m?, kde m je néjaké pfirozené ¢slo.
Nyni musime najit vztah mezi ¢isly n a m, protoze vztah pro soucet fady musime mit vyjadien
pomoci n, tj. pomoci poc¢tu ¢lend. Opét si vytvorime tabulku:

n|1|2]|3| 4| 5
m|1[3|6]10|15

P1i pozornéjsim pohledu si vSimneme, ze ¢isla v fadku m odpovidaji vzdy souctu vSech pre-
deslych ¢isel v tadku n, napt. 3=2+1,6=3+2+1. Tedy m=1+2+3+---+n. To je

kone¢na aritmetickd posloupnost s a3 =1 a d = 1. Jeji soucet je m = w
Nyni jiz mzeme zformulovat hypotézu:
3 03 a3 5 n(n+1)?
174243 +---+n:f (2.5)

Tuto hypotézu je vSak nutno jesté dokazat. Budeme dokazovat matematickou indukci.

Dukaz tvrzeni (2.5):
I. krok: Tvrzeni pro n = 1 je zfejmé.

II. krok: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro n = k, a dokazeme, ze pak platii pron = k+ 1.

Predpoklad: 12 +23 + 33 + ... + k3 = k2(k2-1)2

Tvrzeni: 13+23+33+...+(k+1)3:w

Budeme upravovat levou stranu dokazované rovnosti:

13—|—23—|—33—|—-.-+k53+(k§+1)3 — (13+23+33+"'+k§3)—|—(k}—|—1)3 _ k’2(l~c2-1)2 —|—(k;_|_1)3 _
— ("3+1)2(’f:+4k+4) _ (k:+1)24(k+2)2

Tvrzeni je dokazano.
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Vysledek: s = 2
P¥iklad 15

Najdéte vzorec pro soudet konetné fady s = 12+4+22+32+. .- +n2.

Reseni
Pokusime-li se postupovat stejné jako v pfedchozim pfikladu, neuspéjeme. Musime na to jit
jinak. Pro odvozeni vzorce pouZzijeme trik, jehoz podstata vyplyne z néasledujicich radki:

B? o= (0+1)3 = 0¥+3-02-1+3.0-12+1°
22 = (1+12 = 1343-12-1+3-1-12+13
3 = (2412 = 28+3.22.1+3-2-12413
43 = (B3+12 = 3¥+3-32.1+3-3-12+13
n+1)2 = (+1)2 = n3+3-n?2-1+3.-n-12+13

Nyni secteme tyto vztahy ,po sloupcich®. Dostaneme:
B+28 4383+ 4nd+(n+1)P3=(13+22+33 4+ +n3)+3(12+22+ 32+ +n?) +
+3(14+24 - +n)+1+1+1+- +1

Nyni prevedeme prvni zavorku s opa¢nym znaménkem z pravé strany na levou a dostaneme

(n+1P3=312+224+  +nH) +3(1+2+ - -+n)+ (n+1).

Odtud
1
(n+1)3 —33—1—3n(n2+)+(n+1).
Vyjadiime 3s a dale upravime. Dostaneme
1
3s = (n+1)3—:~3M —(n+1)=

3
:(n+1)(n2+2n+1—§n—1):

=(n+ 1)(n2 + g) = %(nqL Dn(2n+1).

Tedy 1
5= g(n + )n(2n + 1).

Vysledek: s = gn(n+1)(2n + 1)

Poznédmka: Trik, ktery jsme pfi hledani posledniho souctu pouzili, lze zobecnit:
Soucet 1% +2F 3% 4. .. 4-n¥ vypoéteme pomoci souctu (0+1)F 1 4 (14 1)1 ... (n 1)+
podobné jako v piikladu 15.

Priklad 16
Najdéte vzorec pro > n_;(2r? —1).

Poznédmka: Pouzivani znakt urychluje komunikaci, ale mnohdy zvysuje naro¢nost. Napriklad

N 4

radéji prepisSe jako pétici ¢arek, aby mu lépe rozumél. Podobné je to i s jinymi znaky. Ty,
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s nimiz nemame dostatek zkusSenosti, ndm pfi komunikaci délaji potize. Mezi né jisté patii
i symbol sumy Y, ktery se objevil v zadani. Jestlize je pro vas tento symbol pfili§ slozity,
prepiste si viraz > »_;(2r? — 1) do b&ného zapisu (2-12 — 1)+ (2-22 - 1)+ (2-32 - 1) +
+(2-42—1)+---+(2-n% — 1) a podobné si prepiste i dalsi vyrazy pouzivajici znak 3 v
dalsim textu.

Reseni
P1i pokusu zjistit tento soucet experimentalné opét neuspéjeme. Pouzijeme tedy algebru.
Nejdtive si dany vyraz zjednodusime:

znzzr ~1) er —21—
r=1
n n
=2> rP-Y"1
r=1 r=1

Poznédmka: Pouzili jsme vztahy pro tpravu vyrazi se sumami:
n

Y(a-fr)=a) f(r) a Y [f(r)xgm]=) flr)£) g(r).
r=1 r=1

r=1 r=1 r=1

Vime, ze " ;1 =1+1+---41=n a z pfedchoziho piikladu vime, ze
Srr?=%n+1)(2n+ 1) Nym stac1 dosadit:

Z r?—1) —2Zr 721_2 (n+1)(2n + )—n—g(n+2)(2n—1)

r=1

Vysledek: >0 (2r2 — 1) = 2(n+2)(2n — 1)

Ulohy
. Najdéte vzorec pro vypocet souctu koneéné fady a vami nalezeny vztah dokazte:
1 1 1 1

n
()ZT:IT(T+1)7 (&) tstsstomt +(4n 3)(4n+1)’
() 1+3+5+---+(2n—1), (h) 12 +32+52+ -+ (2n + 1)?,
(d)2+446+---+2n, i) 15+ 25+ 31+ - nrn-
(e)1-24+2-34+3-44---+n(n+1),

. Najdéte soucet fady s =1-2-34+3-4-5+5-6-7T+---+ (2n—1)2n(2n + 1).

. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len fady a; + a2 + --- 4+ a, + ..., jestlize soucet jejich prvnich n
¢lent je s, = 3n? + 2n.

. Najdéte vzorec pro soucet prvnich n ¢lent posloupnosti (a) 3, 7, 11, 15,..., (b) 1, %, %,
729 11 1 1
10007 > (¢) 1> 130 220 -+ 2n(n—1)°

. Najdéte vzorec pro soucet kone¢né fady s = 14 4+ 24 + 34 + ... 4+ n?.

Vysledky
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. Uvadime pouze vysledky. Diikaz matematickou indukeci je analogicky jako u prikladu 14. Lisi
se vzdy pouze Upravami.

(a) n(2n+1), (b) M, je vihodné pouzit metodu piikladu 16, (c) n?, viz obrézek 2.4,

(d) n(n+1), (e) viz (b), (£) 527, () gy, (b) PHDEHDEES) Gy 0

Obréazek 2.4:

.s=n(n+1)(2n? + 2n — 1). Je vyhodné pouzit metodu piikladu 16.

. ProtoZe s1 =5, so = 16, s3 = 33, s4 = 56,..., je téZ a1 = 5, a1 + ao = 16, a1 + as + agz = 33,
a1 +tas+az+ag =56,....0dtud ag =5,a9 =16—5=11,a3 =33—16 =17, a4 = 56 —33 =
23,.... Obecné a1 = Sp41 — Sny Gnp1 = 3(n+1)24+2(n+1) —3n2 —2n = 6(n+1) — 1. Tedy
ant1 =6(n+1)—1aa, =6n—1

. (a) n(2n + 1), (b) 10(1 = 0,9™), (c) %1
. Pouzijte trik z piikladu 15. Vysledek: s = gon(n + 1)(2n +1)(3n? + 3n — 1)

2.2.2 Nekonecné geometrické rady

Priklad 17

Je déano ¢islo a = 0, 48. Vyjadiete je jako zlomek v zakladnim tvaru.

ReSeni I

Podivejme se nejdiive na cislo @' = 0,48. Dovedli bychom ho napsat jako zlomek? Dovedli,
a to jednoduchym zptisobem jako a’ = 0,48 = % = % Stejné i ¢islo a” = 0,4848 umime

pievést jako a” = 0,4848 = {08 = 303 ¢i a” = 0,484848 = ;88 = 30308 Kdybychom
covali di ‘kali 3030303 303030303 M asgd BRI
takto pokracovali dale, ziskali bychom zlomky 5555655 535000000+ - - - 9€ Ziejmé, Ze ¢im vice

,48“ budeme pridavat za desetinnou ¢arku, tim vice se budeme blizit k ¢islu a.

Timto zplisobem ovSem nelze dostat presné feseni pro ¢islo s neukoncenym desetinnym roz-
vojem. Musime se na né&j podivat jinym zptisobem. Cislo @ mfizeme napsat také jako
48 48 48
“= 100 + 10000 + 1000000 o
Je ziejmé, ze kazdy dalsi sc¢itanec bude stokrat mensi nez s¢itanec predesly. Jedna se tedy
o nekoncéenou geometrickou fadu s kvocientem ¢ = %

im & — A48.
5o @ prvanim ¢lenem a; = 155+

1 1\? 1)°
48 — 448 - | — 48 - | — e
100 + <100> + (100) +
Protoze je —1 < ¢ < 1, nekonec¢né geometricka fada ma soucet:

48
S = 0/1 = m :E
l—q 1-15 33

Tedy a = %. Vypoctem na kalkulacce si pfiblizné ovéfime, Ze se asi jedna o ndmi hledané
¢islo a.

Vysledek: a = %

Reseni 11
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U tohoto typu tiloh si miizeme také vypomoci trikem. Cislo a vynasobime ¢islem 102 (protoze
perioda ¢isla a je dvojmistna). Dostaneme dvé rovnice a = 0,4848, 100a = 48,4848.

Obé rovnice od sebe odeéteme:

100a — a = 48,4848 — 00,4848 = 48
Tedy
48 16

99a 8 a a 99 33

Vysledek: a = %
Priklad 18

Je déno ¢islo b = 0,2348. Vyjadiete ho jako zlomek v zakladnim tvaru.

Cislo b se od &sla a = 35 = 0,48 lisi piedperiodou. Mfizeme ho zapsat jako b = 0,23 + b/, kde
— 48 48 48 1 1 16 4
W = 0,0048 = o= L1 164
’ 10000 * 1000000 + 100000000 + 100a 100 33 825

Vysledeks b— 2%+ b — 3L
Priklad 19

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu B a |BC| =3, |[CA| =5 a
|AB| = 4. Z vrcholu B spustime kolmici na stranu b, patu této kolmice ozna¢ime B;. Z B
spustime kolmici na stranu ¢, patu této kolmice oznacime B, dale z By spustime kolmici
na b a dostaneme B3 atd. Vypocitejte délku L nekonecné lomené ¢ary CBB1Bs. ...

Reseni I

Nakreslime si obrazek 2.5a a vyznacime si na ném lomenou ¢aru, jejiz délku hledame.
Podivame se na posloupnost pravouhlych trojuhelniki BB1C, B1BsB, BoB3B1, B3B4Bo,. . ..
Vsechny jsou navzéjem podobné, nebot kazdy je podobny s ptivodnim trojuhelnikem ABC.
Ozna¢me o = | < BAC|. Potom a = | < B1BC/, a tedy cosa = %, odkud a; = |BC| = 3,
ay = |BB1| = |CB|cosa = 3cos . Podobné z trojihelnika B; BaB dostaneme ag = ag cos «
a z trojuhelnika By B3B1 dostaneme a4 = agcos « atd.

Posloupnost (a1) je ted popsana rekurentné: a; = 3, a,4+1 = a, cos a.

7 popisu vidime, Ze se jedna o geometrickou posloupnost s kvocientem cos o = % = % =0,8.
Tedy

L:a1+a2+a3—|—---:3+3005a+3c032a+30053a+---:

=3(1+cosatcos’a+...)=3(1+0,8+0,8+...)=3

Vysledek: Délka lomené cary je 15.

Obréazek 2.5:

Reseni 11
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Danou tlohu mizeme také fesit geometricky (viz obrazek 2.5b). Trojuhelnik MCA je pra-
vouhly. Velikost |M B| vypocitdme napiiklad pomoci Euklidovy véty o vySce a pak podle
Pythagorovy véty dopocitame |[MA|. Tj. |MB| = 1—??, |MA| = 2—??. Délka L tedy je
L=|MA|+|MB|+|BC| =2+ 1 4 3=15

Priklad 20

Najdétesouéet8:%+%+%+14—6+%+...

ResSeni I

Zlomky netvori ¢leny ani geometrické, ani aritmetické posloupnosti. P¥i bliz§im pohledu zjis-
time, Ze kdyby v ¢itatelich vSech zlomkt bylo ¢islo 1, jednalo by se o nekone¢nou geometrickou
fadu s kvocientem %, kterda ma soucet. Musime tedy nasi fadu rozepsat tak, abychom ziskali
geometrické fady (podobné jako u ptikladu 10). Nésledujici postup snad nepotiebuje komen-
tar (v hranatych zavorkach dostaneme vzdy geometrickou fadu s kvocientem %, jejiz soucet
umime vypocitat):

1 2 3 4 )

S=§+Z+§+E+33+"':

1 1 1 1 1 11 1 1 11 1
:<+++++...>+<++++...>+<+++...>+---

2 4 8 16 32 48 16 32 8 16 32
1 1 1 1 1
3 i 8 1 1.1 1 3
2 4 3 16 2

= R | (N R B T =9 —9
—§+1—%+1—%+1—%+ Gritegtm ) 1-3

Vysledek: s =2
Reseni IT

Danou tlohu mtzeme Fesit také geometricky (viz obrazek 2.6).

Obrazek 2.6:
Usecku AB rozdélime body A; podle obrazku 2.6. Nad tiseckami AA;, A1 As, Ay As,. .. postupné

sestrojime obdélniky s obsahy %, %, %, ... Takto vytvoteny utvar U ,nakrajime“ na vodorovné
obdélniky. Jejich obsahy zdola jsou 1, %, %, é, ...Soucet s1 =1+ % + % + % + =2 (viz

obrazek 2.8). Tedy s = s1 = 2.

Reseni III

Existuje jesté jeden zpiusob Teseni uloh tohoto typu. Tento zptisob bude vysvétlen u pii-
kladu 23.

Ptiklad 21
Vypoditejte X =3-v/3-v3-V3- V3-...
Reseni

Uloha je jednoduché, staéi si odmocniny zapsat exponencidlnim zptisobem:
X=3.V3.¥/3.93.%93....-3.35313831 ... — 31Tt itetist

V exponentu jsme dostali nekoneénou geometrickou fadu s ¢ = % Protoze —1 < ¢ < 1, ma
fada soucet. Tedy
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Vysledek: X =9
Priklad 22
Reste v R rovnici: /1027 — 4 = 2% 4 2oL y 202 4

Reseni

Nejdfive si upravime pravou stranu rovnice. Jedna se o soucet nekonecné geometrické fady

sq= % a a; = 2*. Protoze —1 < ¢ < 1, fada mé soucet, a to s = 12_1 =227
2

Nyni uz feSime rovnici obvyklym zptisobem:
V10-28 —4=2.2°7
Umocnime na druhou
10-2% — 4 =42,
Upravime

5.27 —92.2%% _9—,

Aby se nam lépe pocitalo, zavedeme substituci 2 = y a dostaneme kvadratickou rovnici
—29% + 5y —2=0s kofeny y; =2 a yp = % Ze vztahu 2% = y vyjadiime 1 =1 a 9 = —1.
Dosazenim do ptvodni rovnice se presvédcéime, ze oba koreny vyhovuji.

Vysledek: x1 =1, 29 = —1.

Priklad 23
Vypoditejte soufet s = 72, 3%
Reseni
Rozepiseme sumu s = % + 3% + 3% 4+ .... Vidime, Ze se nejednd o geometrickou fadu, ale

~ 20

geometricka fada s kvocientem g = % je v ,nasi“ fadé obsazena. Tyto typy tloh mutzeme FeSit
stejné, jak bylo ukdzano u prikladu 20, nebo trikem. Trik spociva v tom, Ze fadu vynasobime

kvocientem fady, kterd je v ptivodni radé obsazena, a pak ziskanou rovnici odecteme od pii-
vodni rovnice. V nasem piipadé tedy vynasobime fadu ¢islem %:
1 4 2 n 3 . 1
S = — —_— Y e D
3 32 33 3
Dostaneme

1 1 . 2 . 3 .
—s$= =+ =+ —=-+....
3 32 33 34

Obé rovnice od sebe odecteme a dostaneme

2 1 1 1
-s$= =+ +3*3

3 3732 + .

Zde se jiz jedna o geometrickou fadu s kvocientem g = % Protoze —1 < ¢ < 1, mé fada
soucet. Tedy
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Vysledek: s = %
Priklad 24

Uréete soucet fady: s = sin® x 4 cos? z + sin* & + cos* z + sin® « + cosb = + . ..

Reseni

Jiz dfive se nadm vyplatilo, kdyZ jsme si fadu (pokud se nejednalo o geometrickou fadu)
vhodnym zptsobem rozepsali, abychom geometrickou fadu dostali. Uc¢inime to i tentokrat.
Nasledujici fadky snad nepotiebuji komentai:

s=sin’z +cos’z +sin*z + cos*x +sin® z + cosbz + -+ - =

= (sin?x +sin* z +sin®x +...) + (cos? x + cos* z + cos®z +...)

2

V hranatych zavorkach jsme dostali geometrické fady s kvocientem g = sin® z, resp. ¢/ =
2

= cos®z, a prvnim ¢lenem a; = sin® z, resp. a} = cos?z. Mizeme tedy vypocitat hledany
soucet:

sin? z cos® x

§= 2

= :t2m—{—cot 2y
1—sin?z 1—cos?zx & &

Vysledek: s = tg?z + cotg’x

Zapomnéli jsme na dtlezitou podminku, kdy mé geometrickd fada soucet. Pro kvocient musi
platit —1 < ¢ < 1. Tedy v nasem pfipadé musi platit

0§sin2:1:<1 A 0§cos2x<1.

V obou piipadech pro x musi platit, ze x # k7, kde k € Z.
Vysledek: s = tg2x + cotg?x pro z # k%, ke Z.
Priklad 25

Sestrojte ptiblizné graf funkce f(z) = 4 - 11—0,6(: a najdéte jeho horizontalni asymptotu.

-0,
Déle najdéte vztah funkce f a fady > oo 4-0,6" 1.

Poznamka: Ptimka p : y = ¢ je asymptotou funkce f pro z jdouci do plus ¢i minus nekonecna,
jestlize rozdil |¢ — f(z)] je pro dosti velkd x libovolné maly.

Reseni

Graf vyneseme naptiklad pomoci grafického kalkulatoru nebo néjakého matematického pro-
gramu (viz obrazek 2.7). Z grafu miZeme usoudit, Ze horizontalni asymptota funkce je pfimka
y = 10.

{nai = -1 4
Nyni najdeme soucet > >, 4-0,6" " = =05 = 10.

Soucet dané rady je 10 stejné jako horizontalni asymptota
grafu funkce. Jak je to mozné? Kdyz se podivame po- Obrazek 2.7:
zornéji na rovnici funkce f, zjistime, Ze se jedna o vzorec souctu konecného poctu ¢lenu
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. Sestrojte priblizné graf funkce f(x) =2 -
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geometrické posloupnosti s a; =4 a ¢ =0,6. Suma » >, 4-0, 6"~! pfedstavuje nekonecnou
geometrickou posloupnost s a; =4 a ¢ =0, 6.

Vsimnéte si grafu funkce f. Cim vétsi je x, tim vice se y-ova hodnota blizi k ¢slu 10. Nebo-li
budeme-li zvySovat n u konecné geometrické posloupnosti, budeme se blizit hodnoté souctu
nekonecné geometrické rady se stejnym prvnim ¢lenem a kvocientem. To je hledana souvislost.

Ulohy

. Vyjadiete dané ¢isla jako zlomky v zdkladnim tvaru:

(a) 0,8, (b) 0,345, (c) 0,45, (d) 0,123, (e) 0,422, (f) 0,254, (g) 1, 2084.

. Vypocitejte soucet s:%—i-%—i- %—i—%—k...

. Vypocitejte soucet s = % + %sina + %SinQCY-i- .

. Vypoditejte s = /a - Va3 - Vad - Va7 -....

. Najdéte € R: 8 =1+ 3sinx + 6sin®z + 10sin® z + 15sin 2 4 . ..
. Reste v R rovnici: 2 =27 4+2-2%¢ +3.2% 4 |

. Reste v R rovnici: 1—%4—;%—%—1—---:%%
. Sestrojte priblizné graf funkce f(x) =6 - % a najdéte jeho horizontalni asymptotu. Déale
najdéte vztah funkce f a fady > oo, 6(5)".
1-0,8%

o8 @ najdéte jeho horizontalni asymptotu. Dale

najdéte vztah funkce f a fady y -, 2(%)".

2
44+3v2°

Je dana nekonecna geometricka rada a1 +as +asz+..., kde a; = V2, a3 = Urcete jeji

soucet s, pokud existuje.

Stanovte nekone¢nou geometrickou posloupnost, jejiz prvni ¢len je 1 a kazdy ¢len je roven
souctu vsech nasledujicich ¢lent.

Stanovte nekonecnou geometrickou posloupnost, jejiz prvni clen je 1 a kazdy clen je roven
dvojnasobku souctu vSech nésledujicich clenti.

Sestrojime Gtverec ABCD o strané délky 1m a déle sestrojime nekoneény podet Ctverct
vepsanych jeden do druhého tak, ze vrcholy mensiho ¢tverce jsou stredy stran predchazejiciho
vétsiho ¢tverce. Jaky je soucet obsahii s vSech sestrojenych ¢tverct (véetné ¢tverce ABCD)?

Predchozi ulohu feste v pripadé, Ze vrcholy mensiho ¢tverce rozdéluji stranu piredchéazejiciho
vétsiho ¢tverce v poméru 1 : 2.

Necht je dén ¢tverec ABCD o strané 1 m. Ve vzdélenosti p od bodu A a ve vzdalenosti t od
bodu B je na strané AB dén bod X (tj. p+t =1). V bodé X je vrchol vepsaného mensiho
¢tverce, jehoz strana je opét rozdélena bodem X; ve stejném poméru jako strana cétverce
ABCD. V bodé X; je vrchol vepsaného dalsiho ¢tverce atd. Zjistéte, jaké musi byt p a ¢, aby
soucet obsahtl vsech takto sestrojenych ¢tverct byl 5.
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Zlomek ﬁ muzeme povazovat za soucet geometrické fady. NapiSte tuto fadu a uvedte
podminku pro x.

Vypocitejte soucet: s = %~log2+ %~log4+ %~log8+ % -log16 + . ..

Ctverci o strané a; je vepsana kruznice. Do kruznice je zase vepsan &tverec, do néj zase
kruznice atd. Najdéte soucet objemil V' vSech rotacnich téles vzniklych otacenim ctverci
kolem tuhlopticky.

Do ¢tverce strany a je vepsana kruznice, do ni zase ¢tverec, do ¢tverce zase kruznice atd.
Najdéte soucet obsahti s vSech ¢tverct.

Jednotkovou tsecku AB rozdélime body Ai, Ao, As,...tak, ze Ay je stied tsecky AB, As je
stfed tsecky A1 B, As je stred tsecky As B atd. Nad kazdou z GseCek AAq1, A1 As, AxAs, atd.
sestrojime ¢tverec. Sjednocenim vSech ¢tverctt dostaneme utvar U. Urcete jeho obsah.

Vysledky

-(a) 3, () 53, (¢) 11, (d) 335, (e) 535, (F) 550, (&) gas-

. Vynésobte rfadu zlomkem % a odec¢téte (viz priklad 23). Vysledek: s =7

1

. Vynésobte fadu vyrazem 3 sina a odectéte. Vysledek: s = m pro a € R.
.S:a3proa20.

. Rovnici vynasobte dvakrat po sobé vyrazem sinz (sinz # 0) a vzdy odectéte obé ziskané

rovnice. Vysledek: z1 = § + 2km, 1 = %ﬂ' + 2k, k € Z.

. Vynésobte rovnici ¢islem 27. Vysledek: © = —1 (pro # = 1 neni fada na pravé strané rovnice

konvergentni, nemizeme tedy najit jeji soucet).

.1’1:—3, l’2:4.
. (Viz priklad 25) y = 12, Y7 1 6(3)" = 12.
. (Viz piiklad 25) y = 10, >.0° 1 2(2)" = 10.

Danym podminkam vyhovuji dvé fady: ¢1 = v/2 — 1, g2 = —v/2 + 1. V obou piipadech plati
podminka pro existenci sou¢tu nekoneéné geometrické fady a s; = V2 + 1, so = 1.

1, %, %, é, ... (viz obrézek 2.8).

Obréazek 2.8:

t= ﬁ, kde ¢ i p jsou z intervalu (0,1).

Hledand fada: 1+ 2z + 422 + 823 + ..., kde |z| < 3.
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Prevedte vSechny logaritmy na nasobky log 2, a pak feste podle navodu z piikladu 23. Vysle-
dek: s = log4

_ V2mad(4+v?2)
v = Yraetve)

s = 2a2

U=3

2.3 Urokovani

Terminologie: Vlozime-li do banky obnos K na dobu n let, vrati nam banka po této dobé
obnos K +u. Céstka K se nazyva jistina, nebo vklad, ¢astka u se nazyva arok (dany v ménové
jednotce a za urc¢ité obdobi, vétsinou za rok). Vyse troku zavisi na zpisobu trokovani a tfech
veli¢inach: jistiné K, Grokové mife p (dané v setiniach procent) a dobé n, po kterou byla jistina
v bance ulozZena.

Zde budeme mluvit o tfech zptisobech trokovani — jednoduchém, slozeném a spojitém.

Varovani: Bézné se fika ,,Mam ulozeno 1000 K¢ na osmiprocentni arok“. Je to nekorektni
vyjadfovani. Spravné nutno fici ,Mam ulozeno 1000 K¢ na osmiprocentni rokovou miru,
tedy urok z této jistiny bude 80 K¢“.

2.3.1 Jednoduché urokovani

Urok pfi jednoduchém tirokovani je dan vzorcem u = K - p - n.
Priklad 26

Sle¢na Pokorné stiad4 v IPB pii jednoduchém trokovani a tirokové mire 11,4%. Kolik
nasttada, kdyz uklada (a) mésiéné 500 K¢ po dobu 18 mésici, (b) tydné 130 K¢ po dobu
80 tydna?

Reseni

(a) Prvni vklad K = 500 K¢ bude ulozen 18 mésici, tj. % roku. Pfinese tedy trok

up =K -p-ny =500-0,114 - 3 K& = 85,5Ke.

Druhy vklad 500 K¢ bude uloZen 17 mésici, tj. % roku. Prinese tedy trok uo = K - p-ng =
=500-0,114 - 1L K¢ = 80, 75 K¢&.

Treti vklad bude uloZen 16 mésicd, tj. 15 roku. Piinese tedy trok ug = 500 - 0,114 - 3 K&
= T6 K¢.

Podobné vypocteme uy = 71,25 K¢, us = 66,50K¢, ug = 61, 75K¢, uy = 57KGS, ..., uir =
9,5 K¢, uig = 4, 75 K¢.

Celkovy trok sle¢ny Pokorné je tedy U = u; + ua + --- 4+ ui1g. To je souCet osmnacti clend
aritmetické fady s prvnim c¢lenem u; = 85,5 K¢ a poslednim ¢lenem ui;g = 4,75 K¢. Tedy
U =18 354D Ke = 812, 25 Ke.

Vysledek: Nastrada 9812,25 K¢.

(b) Postupujeme rychleji. Tusime, Ze matematickym modelem dané situace je aritmetickd
g(c))sloupnost. Protoze tyden je é roku, pfinese prvni vklad arok u; = K -p-n; =130-0,114 -
= Ke.

52

Obecné, i-ty vklad da trok u; = K -p-n; =130-0,114 - Sgi Kc.
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Celkovy trok je tedy U =uj; +ug+---+ugg =K -p-(ny+ne+---+ng) =K -p-N, kde
N =80 M4m0 — 40 (8 + 5) =40- 81 = 810
Tedy U = 130 - 0,114 - 810 K& = 923, 40 Ke.

Vysledek: Nastrada 11323,40 K¢.
Ulohy

1. U banky Han4 stfadaji Petr a Liba. Oba pfi trokové mife 10,4 % a jednoduchém trokovani
po dobu dvou let. Petr ukldda mési¢né 1000 K¢, Liba ukladd tydné 250 K&. Oba dva tedy
vlozi stejny obnos 24 000 K¢. Kolik ziska na aroku (a) Petr, (b) Liba?

2. Situace ,stfadani® je charakterizovana péti udaji: vyse vkladt K, trokova mira p, doba
stfadani d (jako ¢ast roku), pocet vkladia m, celkovy urok U. Tak v ptikladu 26 je
(a) K =500K¢, p=11,4%, d = 3 (roku), m = 18, U = 812,25KGg,
(b) K =130K¢, p =11,4%, d = % (roku), m = 80, U = 923,40 K¢.

Ctyti z téchto hodnot jsou dany, zjistéte zbyvajici hodnotu v kazdém ze sloupctt a az h.
Hodnoty K a U zaokrouhlujeme na 1 K¢, hodnotu p na desetinu procenta.

L [ o &] c] d] e F[ g *h]

K | 800 5000 | 6000 | 400 | 400 | 640 | 1200
pl 96] 98 10,2 | 9,1 93] 9,0
df| 3 2] 15 1 1] 25

m| 18] 24 6 4 52| 65| 39
U 1837 [ 2310 | 2040 | 59 | 1007 4860

3. Napiste vzorec na vypocet hodnoty U, je-li znAmo K, p, d, m, kde m je pocet vkladii a d je
doba stiadani.

Vysledky

Q) U=K-p-(3+Z8+.. . +%)=K-p-25=1000-0,104 - 25 K& = 2600 K¢.
b)U=K-p- (% +---+ %) =250-0,104 - 105 K& = 2 730 K&.
(a)
)

5
2. (a) 1094,40K¢ = 1094 K¢, (b) 749,80 K¢ = 750K¢, (c) 8,8%, (d) 3, (e) 12, (f) 9,5 %,
(g) 4910,40Ké& = 4910K¢, (h) 2.

3U=K-p-d- 2L

2.3.2 SloZené turokovani

Slozené trokovani je takovy zptisob trokovani, ve kterém se irok po kazdém trokovém obdobi
pripisuje k jistiné, a tedy sam prinasi v nasledujicim obdobi dalsi arok.

Priklad 27

Pan Cerny vlozil do KB jistinu K = 10000 K¢ na slozené tirokovani pii tirokové miie
p = 10,2 %. Kolik ziska na troku po (a) tfech, (b) sedmi letech?
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~

ResSeni

(a) Najdeme trok u; za prvni rok spofeni. Ten pfi¢teme k vkladu K a ziskdme jistinu K; =
= K + uj1 pro druhy rok setfeni. To jesté dvakrat opakujeme.

Urok v prvnim roce: u; = K -p = 10000 - 0, 102 K& = 1020K¢. Tedy jistina pro druhy rok:
K1 = K +u; =11020Ke.

Urok ve druhém roce: us = K -p = 11020 - 0,102 Ké = 1124,04 Ké. Tedy jistina pro tieti
rok: Ko = Ky + us = 12144, 04 K¢.

Urok ve tfetim roce: uz = Ky -p = 12144, 04 - 0,102 K¢ = 1238, 69208 K.

Vysledna suma se obvykle zaokrouhli na celé desetihaléfe, nebo koruny, zbytek propada ve
prospéch banky. Tedy U = 1020 K¢ +1 124,04 K¢ +1 238, T0K¢= 3 382, 70 K¢ (resp. 3 382 K¢).
Vysledek: Na trocich ziska 3 382 K¢.
(b) Popsanym postupem lze pokracovat déle a zjistit postupné jistiny i uroky za dalsi léta.
choziho vypoctu:

K—>K1:K+Kp—>K2:K1+K1p—)K32K2+K2p
Po tpravé:

K—K =K -(1+p) - Ko=K;-(1+p) — Kz=Kz-(1+p)
Vidime, ze ve vypoctech hraje kardindalni roli ¢islo 1 + p = 1, 102. Toto ¢islo oznacujeme g a
nazyvame jej urocitel. Tedy

Ki=K qKy=K - q=K-¢*, K3=Ky-q=K - ¢*.

Obecné: K; = K - ¢* = 10000 - 1,102° K& Po sedmi letech bude jistina K7 = K - ¢7. Tedy
celkovy trok ¢inf U = K7 — K = K - (¢" — 1).
Vypocet: q7 = 1,1027 = 1,973654648 (s piesnosti 107?), U = K - (¢" — 1) = 10000 -
0,973654648 K& = 9 736,50 K¢ (resp. 9736 K¢).

Vysledek: Na troku ziska 9 736 K¢.
Priklad 28

Pan Nowak vlozil do National Trust 5000 USD na slozené trokovani. Penize tam nechal
tF roky. V téchto letech byla tirokova mira banky NT postupné p1 = 8,3%, py = 8,2 %,
pP3 = 8, 7 %.

(a) Kolik ziskal pan Nowak na troku?

(b) Syn pana Nowaka, David, kontroloval vipocet otce pomoci vzorce: U = K - (¢3 — 1),
kde g = 1+ p a p = 8,4% je aritmeticky pramér ¢isel p1, pa, ps. Je Davidav postup
spravny?

Reseni
(a) K1 = K-q1,kde ¢1 = 14+p; = 1,083, K3 = K1-q2, kde g2 = 1+p2 = 1,082, K3 = K»-q3, kde

g3 =1+p3 =1,087. Tedy U = K3— K = K-(q1-q2-q3—1) = 5000-(1,083-1,082-1,087—1) =
= 1368, 76 USD.

(b) Davidiv postup neni spravny, ale chyba, které se dopousti je zanedbatelna:
U=K-(¢>—1)=5000-0,27376 USD = 1368,80 USD.

Poznamka: Cisla ¢1 - g2 - g3 a ¢> jsme podéitali s presnosti 1075,
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Ulohy

. Vlozim do banky jistinu K = 10000 K¢ na slozené trokovani pii tirokové miie p = 9,8 %.
Kolik ziskdm na troku po (a) dvou, (b) tfech, (c¢) sedmi, (d) n letech?

. Z jistiny K uloZené na pét let na slozenou trokovou miru p = 11,2 % vzeSel trok 24 510 K¢.
Zjistéte (s presnosti na 1K¢) jistinu K.

. Znéte tii z téchto ¢tyf hodnot: jistina K, Grokova mira p, rok U a délka vkladu n (tj. pocet
let, na které byla jistina K uloZena). Zjistéte zbyvajici hodnotuv kazdém sloupci a a h.
Hodnoty K a U jsou udany v K¢, p v procentech. Pocitejte s pfesnosti na 1 K¢ a tirokovou
miru s presnosti na desetinu procenta.

Ll el b] ef d] e] f[ g h]
10000 | 21000 | 57000 | 90000 35000 | 17000

9,5 9,2 8,6 69| 4,1 3,9
36500 | 27531 | 6429 | 18620 | 12441 | 6300
3 3 10 8 4 4

s (Qs |

. Pan Vrba ulozil v KB 100000 K¢ a nechal je tam Sest let. V téchto letech byla trokova mira
v KB postupné p1 = 10,3 %, po = 10,2 %, p3 = 10,2%, ps = 9,6 %, p5s = 10,0 %, ps = 10, 3 %.
(a) Kolik ziskal pan Vrba na aroku? (b) Jaké chyby se dopustime, kdyz k vypoctu pouzijeme
Davidtv postup z ptikladu 287

. Pfedchéazejici tlohu ¢ast (a) feste za predpokladu, ze pan Vrba vzdy po uplynuti ro¢niho
vkladového obdobi ze svého vkladu z knizky vybere obnos v = 10000 K¢. Pfi této operaci je
do knizky pana Vrby zapsan aktudlni stav zaokrouhlen na celé koruny — haléfe propadaji ve
prospéch KB.

Vysledky

. Urocitel je ¢ =1 + p = 1,098. Pak

(a) Ko = K - ¢2 = 12056, 04 K¢, tedy trok je Ks — K = 2056 K¢,

(b) K3 = K - ¢° = 13237, 50 K&, tedy trok je K3 — K = 3237Kg,

(c) K7 = K - q" = 19240, 50 K¢, tedy tirok je K7 — K = 9240 K¢,

(d) K, = K - q", tedy trok je K, — K = K - (¢" — 1).

. Urok po péti letech je U = K - (¢° —1). Zndme U = 24510 K¢ a téz g = 1,112, tedy ¢° — 1 =
= 0,700293663. Pak K = 7 = g=0io00ess KE = 35000 K&,

. (a) 3129K&, (b) 6345K¢, (c) n = 6, (d) n = 4, (¢) 13000 K&, (f) 52000K¢, (g) 7,9 %, (h) 8,2
%.

() U =100000- (1,096 -1,1-1,1022-1,1032 — 1) K& = 100000 - 0, 78122 K& = 78121, 90 K.
(b) Davidiv postup da U = 100000 - (1,101° — 1) K& = 78 124, 60 K¢, coz je o 2,70 K¢ vice
nez skute¢na hodnota.

K1 =K -q —v=100300K¢& Ky = Ky - g — v = 100530 K¢, K3 = Ky - g3 — v = 100 T84 K&,
Ky= Kz qs—v=100459K¢, K5 = Ky - g5 — v = 100504 K&, Kg = K5 - g — v = 100 855 K&.
Pan Vrba na troku ziskal 6v + 1 855 K¢=60 855 K¢.
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2.3.3 Spojité urokovani

Spojité urokovani bude vysvétleno pozdéji. Zacneme piikladem.

Priklad 29

Jakub, syn pana Cerného z ptikladu 27(a) navrhl otci vynosnéjsi zptisob setfeni. Otec slibil
synovi, ze penize, o néz se mu povede oc¢ekavany urok 3 382 K¢ zvysit, budou jeho. Synova
idea byla prostd — penize i s trokem vybrat kazdého pil roku a tim rychleji zvysSovat
jistinu, ze které prichéazi Grok. Rozpracujte tuto Jakubovu myslenku.

Reseni

Operaci ,pripsani aroku“ provede Jakub kazdého pil roku. Pak bude trocitel pouze
g = 1,051, ale bude aplikovan Sestkrat. Tedy K¢ = K -¢® = 10000-1,051% K¢ = 13477, 70 K&.
Urok bude 3477 K¢, coz je o 95 K& vice, nez ptivodni Fesend.

Jakub uvazoval dale: kdyz necham troky pfipsat kazdy mésic, bude trocitel ¢ =1 + 0’113 2 —

= 1,0085, ale pfipise se 36krat. Tedy K35 = K-¢°6 = 10000.1, 0085% K¢& = 1 3562, 30 K¢&. Urok
bude 3 562 K¢, coz je jiz o 180 K¢ vice, nez byl trok ptivodni. A coZ kdybychom nechali pfipsat
urok kazdy tyden? Nebo dokonce kazdy den? Nebo kazdou hodinu? Jaky by byl celkovy trok
pak?

Posledni otadzky prenechame ¢tenafi do tiloh a zde se zaméfime na to hlavni, co trik s castym
pripisovanim uroku piinasi.

Jestlize rok rozdélime na m stejnych ¢asti a po uplynuti kazdé této ¢asti nechame pripsat
arok, bude urocitel ¢ = 1 + % a vysledna suma konta po tiech letech bude K, = K - ¢°™.
Budeme-li éslo m zvySovat, bude se hodnota K, limitné blizit ¢islu K - €, kde e je tzv.
Eulerova konstanta.

e=limn —»oo](1+ )" =1+ L+ L +5+5+...=2,72

Proc¢ tomu tak je, se ¢tenai dozvi pozdéji na prednésce z matematické analyzy. Zde se omezime
na aplikaci tohoto dtlezitého teoretického poznatku.

Jakubova chytra myslenka by na jedné strané vedla k jistému zvysSeni troku vkladatele, na
druhé strané by znac¢né zatizila administraci banky. Aby k tomu nedochéazelo, mize banka
nabidnout klientovi jiny zptsob trokovani, tzv. spojité Grokovani, které se pocita vzorcem

K, =Ky ¢'.

Vysvétleni: Jistina Ky se pfi trokové mife p = ¢ — 1, za dobu ¢ let (¢ mize byt jakékoli kladné
realné ¢islo) zvysi na obnos K;.

Ulohy

. Zodpovézte tfi otazky z feSeni piikladu 29.

. Tti ze ¢tyr cisel Ky, p, t, K; zndme, najdéte ¢islo ¢tvrté. Pocitejte s presnosti na 1 K¢ a tro-
kovou miru s presnosti na desetinu procenta.
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a b c d e f g h

Ko | 54000 | 10000 25000 | 40000 49000 | 17000
P 8,1 7,9 7,3 8,2 9,2

t 8 1 11 7 2 2

Ky 10680 | 87704 | 41747 | 40766 | 94855 | 51001 | 19987

3. Pii jaké tirokové mife p se vklad Ky pii spojitém trokovani zdvojnasobi za (a) 6 let, (b) 7 let,
(c) 8 let, (d) 9 let, (e) 10 let, (f) 11 let? Cislo p zjistéte s presnosti na tisiciny procenta.

4. Vytvoite tabulku, ktera udava, za jak dlouho (r — roky, m — mésice, d — dny) se vklad zdvoj-
nasobi pii spojitém urokovani a dané trokové mite p = 7,0;7,1;7,2;...10,8;10,9 procent.

Vysledky

1. Necht K, je vySe vkladu po tiech letech, ,,pfipsani troku* se déla jednou za dobu d.
d =1 tyden: K, =10000- (1 + 0’51%)156 K¢ =13575,70 K¢;
d = 1den: K, = 10000 - (1 + %2)19 K¢ = 13579, 20 K¢;
d = 1 hodina: K, = 10000 - (1 + %)26280 K¢ =13579,80Kc.

2. (a) 100693Ke, (b) 6,8 %, (c) 38000Ke, (d) 7,6 %, (e) & roku (z 52 tydnit) = 14 tydni,
(f) 90000K¢, (g) 38 roku (z 52 tydnt) = 166 dni, (h) 10,2 %.

3. (a) 12,246 %, (b) 10,409 %,(c) 9,051 %, (d) 8,006 %, (e) 7,177 %, (f) 6,504 %.

4. Reseni je v nasledujici tabulce:

p|l r|m| d plr|m| d plr|m| d plr|m| d
7,010 2|29 8019 0| 3 9,08 | 0|16 10,017 3] 9
71110 1| 8 81 (8] 10| 25 91 |7]|11 ] 16 10,1 | 7] 2|14
721 911120 82|8| 9117 9,2 7|10 |16 10,2 |7 1120
73] 9110 2 83|18 | 810 93|17 9|17 10,3 |7 0126
741 9| 81|16 84 18| 7| 4 9417 8118 1047 0] 3
75 9 7] 1 85|8| 5130 95| 7| 7120 10,5 |6 | 11 | 10
76 9| 5|17 8,6 |8 | 4125 96 | 7| 623 10,6 | 6 | 10 | 17
77 9 4| 4 8718 | 3122 9717 5126 10,7 16| 9126
781 9 223 8818 | 2119 98| 7| 4130 10,8 16| 9| 4
791 9 1] 12 8918 | 1117 9917 4] 4 10,9 | 6| 8113
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Kapitola 3

Pravdépodobnost

3.1 Tri hadanky

Hadanka 1. Budeme hazet hraci kostkou tak dlouho, dokud nepadne Sestka. Jakmile padne
Sestka, hra konc¢i. Andula tvrdi, Ze nejpravdépodobnéjsi je, Ze hra konc¢i hned po prvnim
hodu. Bohous tvrdi, Ze nejpravdépodobnéjsi je, ze hra konc¢i po tfetim hodu. Cyril tvrdi, Ze
nejpravdépodobnéjsi je, ze hra konci po ¢tvrtém hodu. Drahuse tvrdi, ze Zzddny z nich nema

pravdu. Kdo ma pravdu?

Hédanka 2. V jedné ze tii skiiné€k je ukryta stokoruna. Zaplatite-li 60 K¢, mtizete o stokorunu
hrat. Hraje se podle téchto pravidel: Jednu skfinku — ozna¢me ji A — date bokem. Bankér, ktery
vi, ve které skiince stokoruna je, otevie jednu ze dvou zbylych skrinék, ve které stokoruna
neni — tu skfinku oznacme B. Nakonec se vy rozhodnete, zda oteviete skiinku A, nebo C.
Kdyz uhodnete, stokoruna je vase, kdyz ne, vasich 60 korun je pryc.

Myslite, Ze se na této hie da vydélat (kdyz se hraje dosti dlouho)? Nebo je to nutné vydéleény
podnik pro bankére?

Héadanka 3. Pani Anna McRoony vy¢itala synovi Danovi, Ze v uplynulém roce ¢tytikrat ¢astéji
jel z prace ke své pritelkyni nez k ni. Dan se ohradil, Ze presné dodrzuje pravidla, na nichz
se domluvili. Z préace, kterou konéivad mezi 16. a 17. hodinou, jde pfimo na stanici metra a
nasedne do prvniho vlaku, ktery pfijede. Je-li to vlak na sever, pfijede k matce. Je-li to vlak
na jih, jede k piitelkyni. Matka synovi nevéti. Rika, ze piece vlaky jezdi stejné husté obéma
sméry. Obviniuje syna, Ze zna jizdni fad, a rychlost chtize z prace k metru pfizpisobi tak,
aby chytal vlak na jih. Dan rozhodné popira, ze by znal jizdni fad a jakkoli podvadél. Vérite
Danovi? Myslite, ze 1Ze, nebo pripoustite, Ze mluvi pravdu?

3.2 Uvod

Tematicky celek , Pravdépodobnost® je tizce provazan s celkem , Kombinatorika“ a pfrejima
od néj, i kdyz snad ve zmensené mire, jeho neoblibenost. Na rozdil od kombinatoriky, ktera
zatézuje hlavu ¢lovéka ¢tyfmi vzorci, obsahuje pravdépodobnost vzorec jediny:

X
P=—, 3.1
= (3.1)
kde P je pravdépodobnost jevu, X je pocet pfiznivych pfipadi a Y je pocet vSsech moznych
pripadu.
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Vzorec (3.1) se nazyvéa klasicka definice pravdépodobnosti. Vznikl v 18. stoleti. Je to zaroven
navod na vypocet pravdépodobnosti zkoumaného jevu. Ukazuje, ze zakladni strategie feSeni
tuloh z pravdépodobnosti je dana trojici otazek: Jak vypadd jeden konkrétni pripad? Jak vypadd
mnozina vsech moznych pripadu? Které z nich jsou priznivé?

Umluva:

e Pravdépodobnost toho, Ze nastane jev A, zna¢ime P(A). Kdyz nehrozi nebezpeci nedoro-
zumeéni, piSeme nékdy jen P. Jev ,pfi hodu mince padne rub“ znacime R. Podobné L pro
Hlick.

e Pii hézeni kostkou pravdépodobnost jevu ,padne m ok“ znac¢ime P(m). Hazime-li vice
kostkami, pak ,padne m ok® znaci, Ze soucet ok na vsSech hozenych kostkach je m.

e Balickem karet rozumime 32 karet ve ¢tyrech barvach: zaludy, zelené, srdce, koule, kazda
v osmi vyskach: sedma, osma, devitka, desitka, spodek, svrsek, kral, eso.

e Tahame-li t¥i kulicky z osudi, ve kterém jsou kulicky bilé i modré, pak BBM znaci jev ,,dvé
z taZenych kuli¢ek jsou bilé, jedna modra®. Analogicky chapeme znaky MM, BB, BM apod.

Tustrace:

— Hézime-1li minci, pak P(R) = %, nebot mozné piipady jsou dva, R a L, a pfiznivy je jeden.
— Hazime-li hraci kostkou, pak P(1 nebo 2) = %, nebot moznych pripadi je 6 a z nich pfiznivé
jsou dva.

— Jsou-li v osudi 3 bilé a 2 modré kulic¢ky, pak pii vytazeni jedné kulicky z osudi je P(B) = %,
nebot vSech mozZnosti je 5 a pfiznivé jsou tii.

— Tahame-li z balicku karet jednu kartu, pak P(zalud) = %, nebotf karet je 32, zaludu 8
a =1

Dvé poznamky:

e Prvni se tykd vztahu mezi vzorcem (3.1) a skuteénosti. Zcela nepravdivé je napiiklad tato
uvaha: protoze pfi hodu minci mame poloviéni pravdépodobnost, ze padne R a polovi¢ni
pravdépodobnost, Ze padne L, pak pfi dvou hodech nutné jednou padne R a jednou L. Vime,
ze ve skutec¢nosti tomu tak neni.

Vztah vzorce a skutecnosti je zarucen pouze pro veliké pocty. Naptiklad, kdyz hodime minci
miliénkrat, je velice pravdépodobné, ze R padne vice nez 450 000 krat.

Zakon shody teoretické pravdépodobnosti (3.1) a skutecnosti zformuloval §vycarsky matema-
tik Jacob Bernoulli (1654 — 1705) a je zndm pod jménem zdkon velkych Cisel.

e Druhé poznamka se tyka dilezitého predpokladu, ktery jsme zatim zamlceli. Pfedstavte si,
7e budete hazet krabickou od sirek. Ta méa, podobné jako krychle, Sest stén. Ze vzorce by pak
mélo plynout, ze pravdépodobnost toho, ze pri ndhodném hodu padne krabicka na plocho, je
stejna jako pravdépodobnost toho, ze padne na vysku — vzdy je to % Samoziejmé je to tvaha
chybna. Upozoriiuje nas vSak na dtlezitou véc. Vzorec (3.1) plati za predpokladu, zZe:

vSechny mozné pripady jsou stejné pravdépodobné. (3.2)

Nejsou-li pripady stejné pravdépodobné, nelze vzorce (3.1) pouzit.
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3.3 Ulohy jednorazové

Priklad 1

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma mincemi padne na obou mincich rub?

Reseni

Pfi hodu dvéma mincemi nastavaji tii pripady: dva ruby; jeden rub, jeden lic; dva lice. Tedy
pocet vsech pripadi je 3 a pocet pfiznivych ptipadt je 1. Proto pravdépodobnost toho, ze na
obou mincich padne rub, je %

Reseni bylo ukvapené. Neprovéiili jsme platnost podminky (3.2).

Chybné jsme predpokladali Ze tii uvedené jevy jsou stejné pravdépodobné. Neni tomu tak. Pfedstavme
si, Ze prvni z minci je korunova a druha dvoukorunova. Pak je zfejmé, ze pfipad ,na korunové minci
padl R a na dvoukorunové L“ — ozna¢me jej RL — je jiny nez pripad ,na korunové minci padl L a na
dvoukorunové R“ — oznacme jej LR.

Tedy pii hodu dvéma mincemi nastavaji nikoli tii, ale ¢tyfi pfipady: RR, RL, LR, LL. Pak ovSem
P(RR) = i.

Vysledek: P(RR) = %

Vyzva 1: Vezméte dvé mince, korunovou a dvoukorunovou, a udélejte 100 hodt touto dvojici.
Kazdy hod evidujte v tabulce (viz tabulka 3.1). Pak zjistéte, kolikrat se objevil ktery ptipad.
Daéle zjistéte, kolikrat padl rub na (a) korunové minci, (b) dvoukorunové minci. Evidujte
rozdily mezi teoretickou pravdépodobnosti a realitou (¢etnosti).

RR| RL | LR | LL

Tabulka 3.1:

Priklad 2

Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvéma kostkami padnou ¢isla, jejichz rozdil je 1?7

Reseni
Vhled: Dtlezité je uvédomit si, ze kostky jsou rizné. Proto piipad ,na prvni kostce padlo

¢islo 5, na druhé 4“ je jiny, nez ptipad ,na prvni kostce padlo ¢islo 4, na druhé 5.

Strategie: Sikovnost feSeni zavisi na dobfe voleném zptisobu zépisu. Musi byt struény a jasny.
Takovy zapis je popsan nasledujici imluvou.

Umluva: Pii hodu dvéma kostkami budeme vzdy piedpokladat, Ze tyto jsou barevné odliSeny.
Prvni B je bila, druhd M je modra. Pak pfipad ,na modré kostce padlo ¢islo p, na bilé ¢“
budeme znacit ,,p,q“, nebo podrobnéji ,(p,q)“.

Realizace: Vsech moznych piipadi je 36. Jsou popsany tabulkou 3.2. Je zfejmé, ze kazdé dva
z téchto pripadu jsou stejné pravdépodobné.
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Pfiznivych pfipadi je deset: (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (2,1), (3,2), (4,3), (5,4) a (6,5).
V tabulce jsou ulozeny tésné nad a tésné pod hlavni diagonalou.

Vysledek: P(rozdil hozenych ¢isel je 1) = 18 = 2 = 0,27.

111213141516
212223242526
3113233343536
41424344 |45 |46
51|52 535455 ] 56
6,1 62636465606

Tabulka 3.2:

Ulohy

. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu tfemi mincemi padne R (a) aspoi jednou, (b) nejvyse
jednou, (c) pravé jednou?

. Ozna¢me P(n) pravdépodobnost jevu ,pfi hodu dvéma kostkami padne soucet ok n*. Zjistéte
P(n) pro vSechna pfirozena cisla n.

. Zjistéte, ktery z jevi A, B je vice pravdépodobny pii hodu dvéma kostkami: A je jev, kdy
soucet cisel je prvocislo, B je jev, kdy rozdil ¢isel je vice nez 2.

.V osudi jsou dvé bilé a t¥i modré kulicky. Z osudi poslepu (tedy ndhodné) vybereme dvé
z nich. Jaka je pravdépodobnost, ze budou (a) stejné, (b) rtuzné barvy?

. Z balicku karet ndhodné vybereme dvé karty. Urcete pravdépodobnost jeva A, B, C a D: Jev
A znameni, Ze ,,0bé jsou srdce*, B — ,zaddné neni eso“, C' — ,,maji stejnou vysku“, D — ,maji
raznou vysku“.

. Vosudi je patnéct ¢isel 1, 2, 3,. .., 15. Ndhodné vybereme dvé z nich. Jaka je pravdépodobnost,
Ze soucet w obou tazenych cisel je délitelny cislem 67

. (a) Na desce je pravidelny Sestitthelnik A; Ay A3A4A5A6. Ve vrcholu A; je kdmen. Hodime
hraci kostkou a v pfirozeném sméru postoupime o tolik vrcholi, kolik ok padlo. Napiiklad
padne-li dvojka, postoupime na As. Ozna¢me P(A;) pravdépodobnost jevu ,,po tfech krocich
budeme na poli A4;“. Urcete P(As).

(b) Stejnou tlohu feste pro pravidelny devititthelnik A; A, ... Ag.

Vysledky

. V8ech ptipadt je osm: RRR, RRL, RLR, LRR, LLR, LRL, RLL, LLL. Kazdé dva jsou
stejné pravdépodobné. Z nich piiznivé jsou (a) vSechny kromé LLL, (b) ¢tyii posledni,
(c) tfi: LLR, LRL, RLL.

Vysledek: (a) P =% =0,875, (b) P=%=13=05, (c) P =2 =10,375.
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. Z tabulky 3.2 okamzité vidime, Ze vSech moznosti je 36. Soucet 1 padnout nemuze, soucet
2 muZe padnout jedinym zpisobem (1 + 1), soucet 3 mize padnout dvéma zpisoby (1 + 2)
a (24 1),..., soucet 11 muze padnout dvéma zpusoby (5 + 6) a (6 + 5) a koneéné soucet
12 muze padnout jedinym zptisobem (6 + 6). Tedy P(1) = 0, P(2) = ( 2) = == = 0,027,
P(3) = P(11) = %—005 P(4) = P(10) = {5 = 0,083, P(5) = P(9 )

P(6) = P(8) = & = 0,138, P(7) = 1 = 0,16 a dile P(13) = P(14)

Nell
—|

=0,
=0.

. Oznaceni: Ps(n) = P(soucet ¢isel na obou kostkach je n) a P,(n) = P(rozdil ¢isel na obou
kostkach je n).

Vypocet P(A): Soucet 2 lze ziskat pouze jako (1 + 1), proto je Ps(2) = sz. Soucet 3 lze
ziskat dvéma zpusoby jako (1+2)a(2+1),tedy Ps(3) = % Podobné najdeme Py(5) = 55,
Py(7) = & a Py(11) = %. Tedy P(A) = % % 3 = 0,416.

Vypocet P(B): Plati P(5) = &, Pr(4) = 55, Pr(3) = &, tedy P(B) = 32 = £ = 0,33333 je
soucet téchto tii cisel.

%’ 36’ 36’

Odpovéd: Jev A je vice pravdépodobny nez jev B.

. Oznaceni: Bilé kulicky ozna¢me 1 a 2, modré oznac¢me 3, 4 a 5. Pfipad ,tazena byla dvojice
kulicek 2, 3“ oznaCme ,23“.

Vypocet: Vsech moznych pfipadu je C'(2,5) = 10.

(a) Jev BB nastava pouze v piipadé 12, jev MM ve tfech pfipadech: 34, 35, 45. Tedy
P(stejné) = P(BB) + P(MM) = +& = 2 = 0,4.

(b) Jev BM nastavé ve zbylych Sesti piipadech, tedy P(riizné) = P(BM) = £ =2 =0,6.
. Vsech moznych ptipadt je C'(2,32) = 32 3L — 496.

Jev A: Srdci je osm proto piipadi, ze obé vybrané karty jsou srdce, je C'(2,8) = 28. Tedy

_ 28 _ -
P(A) = 456 = m = 0,05645.

Jev B: Esa jsou c¢tyfi. Kdyz je z balicku odstranime, zlistane 28 ,ne-es“. Proto vybéri ,,obé

jsou ,ne-esa““ je C'(2,28) = 378. Tedy P(B) = 318 = 183 = 0,762097.

Jev C: Sedmy jsou ¢tyfi. Proto pifipadi, Ze obé vybrané karty jsou sedmy, je C'(2,4) = 6.
Podobné kazdy z pfipadi ,,obé vybrané karty jsou osmy“,..., ,,obé vybrané karty jsou esa“
nastavé pravé Sestkrat. Uhrnem je to 8 - 6 = 48 piipadil. Tedy P(C) = f& = & = 0,09677.

Jev D: Vyuzijeme piedchozi vysledek. Jevy C' a D tzce souvisi. Tvofi rozklad mnoziny vSech
pripadi. Kazdy tah dvou karet patfi bud do jevu C' (taZené karty maji stejnou vysku) nebo
do jevu D (tazené karty maji riiznou vysku). Zadny piipad nemtize patiit do C, D zéroveii.
Protoze ptfipadii jevu C bylo 48, ma jev D pripadti 496 —48 = 448. Pak P(D) = %2 = 0,90323.

. V8ech moznych vybért je C(2,15) = 105. Vybér je piiznivy, pravé kdyz w je jedno z ¢isel 6, 12,
18 a 24. Cislo 6 1ze vybrat dvéma zpiisoby: (1+5) a (2+4). Cislo 12 lze vybrat péti zptisoby:
(1+11), (24+10), (349), (4+8) a (5+ 7). Podobné ¢islo 18 lze vybrat Sesti zptisoby a ¢islo 24
tfemi zpﬁsoby Priznivych vybért je tedy 24546+ 3 = 16. Proto hledand pravdépodobnost

: _ 16 _-
je P =48 =0,15238.

. Mnozina jevii ,tii hody kostkou a piislusné presunuti kamenu“ ma 6% = 216 prvki. Soudet
ok ve vsSech tfech hodech mize byt nejméné 3 a nejvice 18.
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(a) Hleddme trojice hodii, v nichz je soucet 4, 10 nebo 16. Soucet 4 miize padnout t¥emi
zpusoby: (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1). Podobné soucet 10 mtize padnou 27 rtiznymi zpusoby a soucet

16 Sesti riznymi zptsoby. Proto P(A) = % = %.

(b) Hleddme trojice hodi v nichz je soucet 4 nebo 13. Soucet 4 muze padnout tfemi zpusoby,

soucet 13 dvaceti jedna zptisoby. Proto P(A) = 321 = 1

216 — 9"
Jiné feSeni: (a) Vrcholl, na které se muze kdmen po tfech hodech dostat, je 6. Tedy pravdeé-
podobnost, Ze se dostane na né€ktery konkrétné zvoleny vrchol, je %.

(b) Vrcholii, na které se mize kdmen po tfech hodech dostat, je 9. Tedy pravdépodobnost, ze
se dostane na néktery konkrétné zvoleny vrchol, je %.

Odkud vime, Ze pripady ,dostat se tfemi hody na vrchol A;“ a ,dostat se tfemi hody na vrchol
As“ jsou stejné pravdépodobné? DileZitou podminku (3.2) jsme zapomnéli provérit. I kdyz vime
z predchoziho vypoctu, ze vysledky jsou pravdivé, zpusob jejich ziskani v druhém feseni byl nekorektni.

Vyzva 2: V situaci tlohy 7 na strané 54 zjistéte pravdépodobnosti
(8) P(A1),..., P(4g), (b) P(A1),.., P(Ay).

Poznémka: Jevy C a D z feSeni tlohy 5 jsou doplitkové (komplementarni). S doplitkovymi
jevy jsme se setkali i v tloze 4. Jevy ,stejné“ a ,rtzné“ byly doplnkové.

Obecné, dva jevy nazyvame doplnkové, jestlize kazdy pfipad patii do pravé jednoho z téchto
jevi.

3.4 Ulohy naroénéjsi — vyuziti znalosti z kombinatoriky

Priklad 3

V osudi je pét bilych a Sest modrych kulicek. Vybereme ndhodné ¢tyti z nich. Jaka je
pravdépodobnost, ze nastane jev BBM M, tj. dvé budou bilé a dvé modré?

Reseni

Vhled: Bilé kulicky oznac¢me 1, 2, 3, 4 a 5. Modré kulicky ozna¢me 6, 7, 8, 9, 10 a 11. Vybér
¢tverice kulicek bude priznivy, pravé kdyz dvé kulicky budou z bilé mnozZiny a dvé z modré.
Ptiznivych vybéra je pak b - m, kde b je pocet bilych dvojic a m je pocet modrych dvojic.
Strategie: Najdeme postupné tfi ¢isla: v — pocet vSech moznosti vybéru C¢tvetice, b — pocet
vSech moznych bilych dvojic a m — pocet vSech moznych modrych dvojic. VSech priznivych
Ctveric pak bude b - m a hledana pravdépodobnost bude P = I"Tm.

Realizace: v = (C'(4,11) =11-10-3 = 330, b = C(2,5) = 10, m = C(2,6) = 15.

Vysledek: P(BBMM) = 3925 = & = 0,45.

Priklad 4

V osudi je x bilych a pét modrych kulicek. Pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném vytaZeni
dvojice budou obé kulicky rtzné barvy, je %.

(a) Zjistéte z. (b) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném vytazeni trojice kuli¢ek bude
pravé jedna modra?

Reseni
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Vhled: (a) V osudi je = + 5 kulicek. VSech vybéri dvojice je C(2,z + 5). Pfi vybéru jediné
kulicky mtze jev B nastat v x pfipadech a jev M v péti pfipadech. Tedy pii vybéru dvojice
jev BM, tj. jev ,ruzné“, nastava 5x-krat. Proto P(rtzné) = % = %.

(b) Jev BBM nastava v b - m pripadech, kde b je pocet moznych vybéru dvojice z = kulicek
a m je pocet moznych vybért jedné kulicky z péti kulicek.

Realizace: (a) Resime rovnici % = 1L Protoze C(2,2+5) = %2@%), lze danou rovnici
piepsat do tvaru 1122 —14124220 = 0. Tato rovnice ma pravé jeden kofen celoéiselny: 2 = 11.
Dosazenim provérime, ze je to vysledek spravny.

(b) Pocet moznych vybéra dvojice BB je b = C(2,11) = 55. Po¢et moznych M z péti kulicek
je m = 5. Tedy jev BBM nastava v 275 piipadech. Vsech moznych pripadd vybéru trojice
ze 16 kuli¢ek je C(3,16) = 560. Tedy P(BBM) = g%g = % = 0,49107.

Vysledek: x =11 a P(BBM) = 0,49107.
Priklad 5

Z ¢islic 1, 2, 3, 4 a 5 vybereme t¥i riizné a ndhodné z nich vytvorime trojciferné ¢islo XY Z.
Zjistéte (a) P(2|XY Z), tj. pravdépodobnost jevu ,¢islo XY Z je sudé* a (b) P(3|XY Z),
tj. pravdépodobnost jevu ,c¢islo XY Z je délitelné tfemi“.

Reseni I

Vhled: VSech moznych ¢isel XY Z je V(3,5).

(a) Vytvorené trojciferné ¢islo XY Z je sudé, pravé kdyz Z = 2 nebo Z = 4. Ptame se, kolik
je trojcifernych éisel, pro néz Z = 2. Téch je V(2,4), tj. tolik, kolik je dvoucifernych ¢éisel XY,
kde X, Y jsou riizné ¢islice vybrané z ¢islic 1, 3, 4, 5. Podobné pro pfipad Z = 4.

(b) Vytvorfené trojciferné ¢islo XY Z je délitelné tfemi, pravé kdyz soucet S = X +Y + Z je
délitelny tfemi, tj. S je jedno z ¢isel 6, 9, 12.

Realizace: Viech ptipadi je V(3,5) = =25 = 5-4 -3 = 60.

(5-3)

a) Priznivych pripadu je 2 - ,4) = 24, nebot 4) = =5y = 12, proto =
Pifznivych pripadit je 2- V(2,4) = 24, nebot V(2,4) = 25 = 12 PQ2IXYZ
24 _ 2

== =:=04
60 — 5 )

(b) Lehce zjistime, ze S = 6, pravé kdyz {X,Y, Z} = {1,2,3}, S =9, pravé kdyz { X, Y, Z} =
= {1,3,5}, nebo {X,Y, Z} = {2,3,4} a S = 12, pravé kdyz {X,Y, Z} = {3,4,5}. Existuji tedy
¢tyfi rizné mnoziny {X,Y, Z}, pro které je ¢islo S = X + Y + Z délitelné tfemi. Z kazdé
takové mnoziny lze vytvorit 3! = 6 priznivych pfipad. Proto vSech pfiznivych pripadi je
6-4=24aP3|XYZ)=2=2=04.

Vysledek: V obou piipadech je hledanéd pravdépodobnost % =0,4.
Reseni II

Vhled: (a) Polozme si otdzku. Jaké je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané ¢islo XY Z bude

mit posledni ¢islici 1?7 Ziejmé P(Z = 1) = %, nebot kazdd z péti moznosti Z = 1, Z = 2,

Z =3,7Z=4,7Z =5 je stejné pravdépodobna. Tedy P(Z =2) = P(Z = 4) = &.

(b) Délitelnost ¢isla XY Z tfemi nezdvisi na pofadi ¢islic X, Y, Z, ale pouze na mnoziné
{X,Y, Z}. Tuto mnozinu lze z mnoziny {1,2,3,4,5} vybrat C(3,5) = 10 zpusoby. Z ptedchoziho
vime, Ze pravé ¢tyfi z téchto vybéria jsou piiznivé — jsou to vybéry {1,2,3}, {1,3,5}, {2,3,4}
a {345},
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Realizace: (a) P(2|XY Z) = P(Z =2)+P(Z=4)=2=04, (b) PB|XYZ) = =2 =04.
Ulohy

. V osudi je pét bilych a Sest modrych kuli¢ek. Vybereme ndhodné dvé z nich. Jaka je pravdé-
podobnost, Zze budou stejné barvy?

. Z ¢&islic 1, 2, 3, 4 a 5 nadhodné vytvoiime trojciferné éislo XY Z. Cislice X, Y, Z jsou rtizné.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ¢islo XY Z bude délitelné (a) ¢tyimi, (b) péti, (c) Sesti, (d) sedmi,
(e) osmi, (f) deviti, (g) desiti?

. Z balicku karet ndhodné vybereme pét karet. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze mezi nimi
(a) nebude ani jeden zalud, (b) bude aspon jedno eso.

. Z balicku karet ndhodné vybereme ¢tyti karty. Jaka je pravdépodobnost, Zze mezi nimi bude
(a) asponi jeden spodek nebo svrsek, (b) asponi jedno srdce.

. Vosudi jen ¢éisel 1, 2, 3,..., n, (n > 1). Nahodné vybereme dvé z nich a zjistime jejich soucet
w. Vime, ze P(w =9) = %, tedy pravdépodobnost jevu ,w = 9% je % Urcete vsechna n.

. V osudi je 50 kulic¢ek. Z nich je x bilych a y modrych. Nahodné vybereme tii z nich. Vime,
ze P(BBM) = 0,435.

(a) Zjistéte x i y.

(b) Jaka je pak pravdépodobnost jevu ,pfi ndhodném vytazeni trojice kulicek bude pravée
jedna bila“?

. V roviné vyzna¢ime mnozinu bodu {[a, b];a,b € {0,1,2}}. Z této mnoziny ndhodné vybereme
¢tyti body. Jaka je pravdépodobnost, Ze tyto body tvori vrcholy (a) ¢tverce, (b) nekonvexniho
¢tyTahelnika?

. Z mnoziny deviti bodd predchozi tlohy ndhodné vybereme tii rtizné body. Jaké je pravdépo-
dobnost, ze tyto body (a) lezi na pfimce, (b) tvofi vrcholy pravothlého trojahelnika?

. Uvazujeme o ¢tytcifernych cislech 3AB1. Zvolte ¢islici A tak, aby pfi ndhodné volbé ¢islice B
platilo: P(9]3AB1) = 0,2. Cislice A a B mohou byt stejné.

Vysledky

. Vsech moznych pfipadt je C'(2,11) = 112& = 55.

Reseni I: Moznosti vybrat dvé bilé kulicky je C(2,5) = % = 10. Moznosti vybrat MM je
C(2,6) = 75 = 15. Proto pravdépodobnost jevu BB, resp. MM, je P(BB) = % = 2 resp.

ﬁv
P(MM) = g =32

Vysledek: P(stejné)=P(BB) + P(MM) = & + & = 2 =0,45.

Reseni II: Moznosti vybrat bilou kuli¢ku je pét, moznosti vybrat modrou kulicku je Sest, tedy
moznosti vybrat dvojici BM je 5 -6 = 30. Proto P(rfizné) = 32 = & a tedy P(stejné) =

11 11 ’ .
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. (a) Plati 4| XY Z < 4|Y Z. Posledni dvoj¢isli Y Z je délitelné ¢tyfmi préavé ve ¢tyfech pfipa-

dech: YZ € {12,24,32,52}. Vsech dvojéisli YZ je V(2,5) = (53!2)! = 5.4 = 20. Pfiznivé jsou
Ctyfti.

Vysledek: P(4|XYZ) = 5t =1 =0,2

(b) Plati 5| XY Z <(Z = 0, nebo Z = 5). Cislici 0 k dispozici neméme. Tedy P(5|XY Z) =
=P(Z=5)=4%=02

(c) Plati 6| XY Z < (2|Z A 3|S), kde S = X +Y + Z). Z YeSeni prikladu 5 vime, Ze pod-
minku 3| spliuji étyfi mnoziny {X,Y, Z} € {{1,2,3},{1,3,5},{2,3,4},{3,4,5} }. Probereme je
oddélené:

o {X,Y,Z} = {1,2,3}. Podminku 2|Z spliuji z moznych Sesti ¢isel XY Z této volby pouze dvé
- 132 a 312.

o {X,Y, Z} ={1,3,5}. Podminku 2|Z nespliiuje zadné z moznych ¢isel XY Z.
o {X,Y,Z} = {2,3,4}. Podminku 2|Z spliuji &ty¥i ¢isla 342, 432, 234 a 324.
o {X,Y,Z} = {3,4,5}. Podminku 2\Z splituji dvé isla 354 a 534.

’ ) 24442 _ 2 _ 017
Vysledek: P(6|XY Z) = 24442 = 2 = 0,13.
(d) Bohuzel, zadné krlterlum délitelnosti sedmi neznédme, proto musime nasadit trpélivost.
Napriklad provérime vSech 60 moznych ¢isel XY Z na délitelnost sedmi. Provérkou tspésné
projde téchto Sest ¢isel: 154, 231, 245, 315, 413 a 532.
Vysledek: P(7|XYZ) = & = 15 =0.1
(e) Protoze 8| XY Z = 4]Y Z, mtzeme vyuzit vysledku pfipadu (a). Tedy 8| XY Z muzZe nastat
pouze v piipadech YZ € {12,32,52,24}. Postupné provéfime tucet ¢isel: 312, 412, 512, 132,
432, 532, 152, 352, 452, 124, 324, 524. Testem Gsp&iné projde pét z nich: 312, 512, 432, 152,
352.
Vysledek: P(8|XY Z) = & = 5 = 0,083.
(f) Protoze 9|XYZ & S =9a S =9 < {X,Y,Z} € {{2,3,4},{1,3,5}} jsou pravé dva
z C(3,5) = 10 moznych Vj/bérﬁ mnoziny {X,Y, Z} vybérem pfiznivym.
Vysledek: P(9|XY Z) = 5 =0,2

(g) Vime, Ze ¢islo X YZ je dehtelné 10, pravé kdyz Z = 0. Cislice 0 ale neni mezi nabizenymi
¢isly. Proto tato loha nema feseni.

Z toho, Ze neexistuje pfiznivy vybér, neplyne, Ze tloha nemd feSeni, ale ze P(10|XY Z) = 0, tj. jev
10| XY Z nemtize nastat, je nemozny. Uloha tedy feSeni mé. ReSenim je &islo 0.

. VSech pétic je C'(5,32) = W'

s . y . _ 24-23-22:21-20
(a) ,Ne-zaludi“ je 24, tedy pétic neobsahujicich ani jeden zalud je C'(5,24) = =={5% ==,

Tedy P(zalud ne) = 3123222120 _ 759 - () 21107,

(b) P(eso ne) = %% % a P(aspoii jedno eso) = 1 — P(eso ne) = 521 = 0,51196

. V8ech ¢tveric je C'(4,32) = 3213%# Vsech ¢tveric neobsahujicich Zzaddnou z osmi konkrétnich

karet je C'(4,24) = % Tedy P(zadny spodek ani svrsek) = %gjgi’:ggéé = 15;’91830 = 0,29549
a pak (a) P(aspon jeden spodek nebo svrsek) = 1 — 0,29549 = 0,70451, a tedy (b) P(aspon

jedno srdce) = 0,70451.



D10

60 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOST

. Vhled: Viech moznjch vibéri je C(2,n) = =1 P¥iznivé vibéry mohou byt nanejvys &tyxi:

(1+8),(24+7), (34+6)a(4+5). Je-li n > 8, pak pfiznivé vybéry jsou skutecné ¢tyti. Kdyz
je n mensi, vybérid je méné. Kdyz je n < 5, pak priznivy vybér neni zadny.

Tedy, je-li n < 5, pak P = 0. Kdyz n = 5, pak vSech vybéru je C(2,5) = 10, pfiznivy jeden,
tedy P = 1—10. Kdyz n = 6, pak vSech vybéru je C(2,6) = 15, pfiznivé dva, tedy P = % Kdyz
n =7, pak vech vybért je C(2,7) = 21, priznivé t¥i, tedy P = 1.

Vysledek: Hledané cislo je n = 7.

Reseni tilohy neni tplné. Jedno feSeni jsme nasli, ale nevime, zda neexistuji jesté dalsi feSeni. Ve
vySetfovani pfipadd musime pokracovat. Tedy, je-li n = 8, pak vSech vybért je C(2,8) = 28, pFiznivé
¢tyii, tedy P = 1. Kdy# n = 9, pak vSech vybért je C(2,9) = 36, piiznivé ¢tyii, tedy P = 5. Kdyz

4

n > 9, pak vSech vybért je vic nez 36, priznivé jsou Ctyfi, a proto P je méné nez 55 =

kel

Vysledek: Uloha mé pravé dvé feseni. Jsou ton =7 an = 8.

. VSech moznosti je C'(3,50) = 19 600. Dvojici bilych z po¢tu z bilych mizeme vytahnout C'(2,z)

zpusoby. Jednu modrou z poc¢tu y modrych mizeme vytdhnout y = 50 — x zptsoby. Tedy

z(z—1

trojici BBM mohu vytahnout C(2,z)-(50—x) zpisoby. Proto P(BBM) = %. Podle
predpokladu je toto ¢islo rovno ¢islu 0,435. Dostavame kubickou rovnici z(z — 1)(50 — z) =
= 17052. Kubické rovnice zatim fesSit neumime. Jenze v tomto piipadé ji vyresit dokdzeme,
protoze hleddme pouze celociselné kofeny. Jiné nemaji pro nas smysl. Navic vime, ze ¢islo x
lezi mezi 1 a 50. Staci tedy postupné dosadit vSechna tato ¢isla a kofeny najdeme. Muzeme
ale postupovat rychleji, kdyz vyuzijeme znalosti z aritmetiky. Nejprve udélame prvociselny
rozklad ¢isla 17052 = 22-3-72.29. Tedy jedno z é&isel =, x — 1, 50 — z je nutné 29. Dosazenim
zjistime, ze pouze x = 29 vyhovuje. Tedy (a) x = 29, y = 21.

(b) Vsech trojic je C(3,50) = 224248 Bilou kuli¢ku lze vybrat 29 zptisoby a dvé modré C(2,21)

zptisoby. Tedy piiznivych vybéri je 2222 Proto P(BMM) = %1020 = 85 = 0,31071.

. Vhled: Formalné zapsand mnozina ma téchto devét bodu: [0,0], [1,0], [2,0], [0,1], [1,1], [2,1],

[0,2], [1,2], [2,2]. Z deviti bodi lze vybrat C(4,9) = 95378 = 126 ¢tveiic.

Realizace: (a) V Sesti pfipadech urcuje vybrana ¢tvefice ¢tverec, proto P(¢tverec) = %6 =
= 4 = 0,04762
=21 =Y :

(b) Ve 24 piipadech urcuje tato étvefice nekonvexni ¢étyfuhelnik, proto P(nekonvexni) =
= 26 = 0,19048.

. Viech trojic z deviti bodt je C(3,9) = 937 = 84.

2.
(a) Existuji t¥i typy trojic bodu lezicich na pfimce: tii svislé trojice [a,0], [a, 1], [a,2] pro
a = 0,1,2, tfi vodorovné trojice [0,b], [1,b], [2,b] pro b = 0,1,2 a dvé ahlopficky [0,0], [1,1],
[2,2] a [0,2], [1,1], [2,0].

Vysledek: P(trojice bodu lezi na piimce) = % = 22—1 = 0,09524

(b) Pravotthlych trojihelnikii s obsahem % je v nasi mnozing Sestndct (viz obrazek 3.la),
pravouhlych rovnoramennych trojihelniki s obsahem 1 je v nasi mnoziné osm (viz obréazek
3.1b), pravouhlych nerovnoramennych trojihelniki s obsahem 1 je v nasi mnoziné Sestnact
(viz obrazek 3.1c) a pravouhlé trojuhelniky s obsahem 2 jsou v nasi mnoziné ¢étyfi (viz obrazek
3.1d).

Vysledek: P(pravouhly trojuhelnik) = W = % = 0,52381
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Obrazek 3.1:

. Vhled: Zvolme namatkou A = 8. Uvazujeme o pravdivosti vyroku 9|38 B1. Za B muZeme volit
deset ruznych ¢islic. Pouze pro volbu B = 6 je dany vyrok pravdivy. Tedy P(9|3AB1) = 0,1.
Z ilustrace vidime, 7Ze potiebujeme najit takové A, aby byl vyrok 9|38 B1 pravdivy pro dvé
ruzné B € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Realizace: Hledame A tak, aby ¢islo S = 3+ A+ B + 1 bylo délitelné deviti pro dvé rizné B.

Protoze S < 23, existuji pouze dveé cisla S délitelna deviti: S =9 a S = 18. Obé tato ¢isla lze
dosahnout, pouze kdyZz bude A =5 a B =0, nebo B=9. Tedy A = 5.

Vyzva 3: Vracime se k tlohdm 5, strana 58 a 6, strana 54. Jsou déna pfirozena ¢isla
n, w. V osudi je n ¢isel 1, 2, 3, ..., n. NAhodné vybereme dvé z nich. Zjistéte ¢islo P(n,w)
oznacujici pravdépodobnost jevu ,soucet tazenych cisel je w*.

Vyzva 4: V predchozi situaci predpokladejme, ze ¢islo w je pevné dédno. Najdéte n tak, aby
hodnota P(n,w) byla maximalni.

Problém: Nahodné zvolime pfirozené ¢islo. Jaka je pravdépodobnost, Ze to bude (a) sudé
¢islo, (b) ¢islo délitelné tfemi, (c) prvocislo?

3.5 Hrajeme, dokud nenastane jev A

Umluva: V této ¢asti definujeme ¢islo C(n,m) i pro m < n jako C(n,m) = 0.
Priklad 6

Hazime kostkou, dokud nenastane jev ,Sestka“, tj. padlo ¢islo Sest. Tim hra kondéi. Prav-
dépodobnost jevu ,hra konéi v k-tém kroku“ ozna¢me P;(k). Jev ,hra pokracuje do

(k + 1)-ého kroku (hra k-tym krokem nekonéi)“ oznac¢me Ps(k). Jev ,hra konéi nej-
pozdéji v k-tém kroku“ oznaéme P3(k). Napiste tabulku ¢isel Py (k), Pa(k), Ps(k) pro
k=1,2,...,10. Tabulku pocitejte s presnosti na tisiciny.

Reseni
Vhled: V kazdém kroku plati P(Sestka) = & a P(ne-Sestka) = 2. Podivejme se podrobné na
pribéh prvnich ¢tyt krokt hry. U kazdého kroku napisme pravdépodobnost P, s niz nastava.

1. krok: padla Sestka, hra konci: P = %
padla ,ne-Sestka“, hra pokracuje: = %

2. krok: padla Sestka, hra konci: P = % . %
padla ,ne-Sestka“, hra pokracuje: = % . %

3. krok: padla Sestka, hra konci: P= % . % . %
padla ,ne-Sestka®, hra pokracuje: P = 2. % .2

4. krok: padla Sestka, hra konci: P = % . % . % . %
padla ,ne-Sestka“, hra pokracuje: P = % . % . % . %

Z uvedeného vidime, jak se bude hra dale vyvijet. Jestlize ani po k—1 hodech nepadne Sestka,
pak nasleduje k-ty krok, pro ktery plati:
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k-ty krok: padla Sestka, hra kon¢i: P =
padla ,ne-Sestka“, hra pokracuje: P = (

Realizace: Podivejme se na prvni fadky hornich zapisi. Ty tikaji, jak vypada pravdépodobnost
jevu ,hra konéi v tomto kroku“, tedy jak vypadaji ¢isla P (k). Vidime, ze Py (k) = (%)’“_1 : %.
Podivame-li se na druhé radky, vidime, jak vypada pravdépodobnost jevu ,hra do k-tého
kroku nekonéi“, tedy jak vypadaji ¢isla Pa(k).

Vidime, ze Py(k) = (%)k K tomuto jevu je doplitkkovy jev ,Sestka padne nejpozdéji v k-tém
kroku“. Proto P3(k) =1 — (2)".

Vysledek: Pro vSechna piirozend ¢isla k plati vztahy Pi(k) = (%)kil : %, Py(k) = (%)k,
Py(k) =1— ()"

Hodnoty téchto funkei pro k£ = 1,2,...,10 jsou dany tabulkou 3.3.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pi(k) | 0,167 | 0,139 | 0,116 | 0,096 | 0,080 | 0,067 | 0,056 | 0,047 | 0,039 | 0,032
Py(k) | 0,833 0,694 | 0,579 | 0,482 | 0,402 | 0,335 | 0,279 | 0,233 | 0,194 | 0,162
P3(k) | 0,167 | 0,306 | 0,421 | 0,518 | 0,598 | 0,665 | 0,721 | 0,767 | 0,806 | 0,838

Tabulka 3.3:

Poznamka: Ted jiz zndme odpovéd na Haddanku 1 z odstavce 3.1.

Ulohy

Ulohy 1-14 jsou variace na piiklad 6. Vzdy je popsana hra a jev, kterym hra konéi. Va-
sim tkolem je pro kazdé pfirozené k urcit pravdépodobnosti Pi(k), Pa(k), Ps(k) definované
v prikladu 6. Nékdy je dan i ikol navic.

1. Hizime minci, dokud nenastane jev R.

. Hazime minci, dokud nepadne dvakrat po sobé stejny znak, tj. dokud nenastane jev RR, nebo
LL.

. V osudi je deset bilych a jedna modra kulicka. Z osudi postupné tahdme kulicku tak dlouho,
dokud nenastane jev M. Tazenou kulicku pokazdé vracime do osudi.

. V osudi je sedm bilych a tfi modré kulicky. Z osudi postupné tahdme kulicku tak dlouho,
dokud nenastane jev M. Tazenou kulicku po kazdém tahu vratime zpét do osudi. Navic
zjistéte, pro kterd k nastava Ps(k) > 0,8.

. V osudi je 21 bilych a 11 modrych kulicek. Z osudi postupné tahame kulicku tak dlouho,
dokud nenastane jev M. Tazenou kulicku pokazdé vracime zpét do osudi.

. Z balicku karet tahame vzdy jednu kartu, dokud nenastane jev srdce. Tazenou kartu pokazdé
vracime do balicku. Zjistéte, pro kterd k nastava Ps(k) > %

. Z balicku karet tahame vzdy jednu kartu, dokud nenastane jev eso. Tazenou kartu pokazdé
vracime zpét do balicku. Zjistéte, pro kterd k nastava Ps(k) > %
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8. Z balicku karet tahame vzdy jednu kartu, dokud nenastane jev srdce, nebo eso. Tazenou kartu
pokazdé vracime do balicku. Zjistéte, pro kterd k nastava Ps(k) > 0,9.

9. Ulohu 3 feste v pripadé, Ze tazené kulicky do osudi nevracime.
10. Ulohu 4 feste v piipadé, e tazené kulicky do osudi nevracime.
11. Ulohu 5 feste v piipadé, ze tazené kulicky do osudi nevracime.
12. Ulohu 6 feste v piipadé, e tazené karty do bali¢ku nevracime.
13. Ulohu 7 feste v piipadé, ze tazené karty do balicku nevracime.

14. Ulohu 8 teste v piipadé, ze tazené karty do balicku nevracime.

Vysledky

1. Vysledek: Py(k) = (L)%, Pa(k) = (3)F, Ps(k) =1 — (3)".

2. Vhled: Nejprve najdeme hodnoty P (k) pro k = 1,2,3,... Hra po prvnim kroku konéit nemnuze,
proto je P;(1) = 0.

Po druhém kroku nastava jedna ze ctyt stejné pravdépodobnych moznosti: RR, LL, RL, LR.
Kazda s pravdépodobnosti i. Prvni dvé jsou priznivé, tj. znamenaji konec hry, posledni dvé

znamenaji, e hra pokracuje. Je tedy P;(2) = 2 = 3.

Po tietim kroku nastava jedna ze ¢ty stejné pravdépodobnych moznosti: RLL, LRR, RLR,
LRL. Kazda s pravdépodobnosti %. Opét prvni dvé znamenaji konec hry, posledni dvé zna-
2 _ 1

menaji, ze hra pokracuje. Tedy P1(3) = § = ;.

Realizace: Z prvnich tii kroki je vidét pribéeh hry. Je charakterizovan tim, ze poc¢inaje druhym
krokem, v kazdém kroku hra konc¢i s pravdépodobnosti % a pokracuje s pravdépodobnosti
%. Tedy hodnoty pravdépodobnosti P; jsou stejné jako v feSeni tilohy 1, jen o jeden krok
posunuty: Py(1) =0, P1(2) = 3, Pi(3) = 1, Pi(4) = §,..., Pi(k) = 2% Proto funkce P> i P3
zname jiz z feSeni tlohy 1.

Vysledek: Pi(1) = P3(1) =0a Py(1) = 1.Prok > lje Pi(k) = 2, Py(k) = 2, P3(k) = 1— 2.

3. Vhled: Pravdépodobnost vytazeni modré kulicky je p = %1

Pravdépodobnost doplinkového jevu , je tazena bila kulicka® je ¢ = 5 = 1 — p. Podivejme se
na situaci prvnich ¢tyt krokt.

1. krok: tazena M, hra kondi: P(l)=p=2
tazena B, hra pokracuje: Pa(l) =¢= %

2. krok: tazena M, hra kondi: P(2)=q-p= %
tazena B, hra pokracuje: P(2) = ¢* = (¥)?

3. krok: tazena M, hra konci: Pi3)=¢*-p= %
tazena B, hra pokracuje: P(3) = ¢® = (¥)?

Zobecnénim uvedenych vztaht ziskdme situaci po k-tém kroku.

Vysledky: Po k-tém krok plati:
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k-ty krok: tazena M, hra kondi: Pik)=q¢"1-p= 1??;1
taZena B, hra pokracuje: Py(k) = ¢F = ()"

Hra skoncila nejpozdgji v k-tém kroku P3(k) =1 —¢F =1 — (1)~

. Vhled: priznivé tahy jsou tfi, nepfiznivych je sedm. Pravdépodobnost jevu M, kterym hra

kondi, je tedy p = 1% =0, 3 a pravdépodobnost jevu B, jevu dopliikového, je g = -~ =

10
= 0,7. Stejnou tvahou jako v feseni prikladu 6 ziskdme odpovédi.
Vysledky: Pi(k) = ¢* 1 -p = 0,7%1.0,3, Po(k) = ¢ = 0,7%, P3(k) = 1—¢* = 10,7~
Konecné Ps(k) > 0,8 < k > 4.

. Vhled: pfiznivych taht je 11, nepiiznivych 21. Tedy pii zavedeném znaceni je p = :%, q= %
/ _ 91k—1
Vysledky: Pi(k) ="' -p = 25—, Pa(k) = ¢° = (5)", Ps(k) =1—¢" =1- (3"

. Oznatme p =1, ¢ =32 Pak Py(k) = ¢! p= = Py(k)=q¢"= (3%, Ps(k) =1—¢" =

4k >
=1- (3)*. Konetns Ps(k) > 3 & k > 2.

v _ k—1
. Oznaéme p =g, g = L. Pak Pi(k) =¢" - p=T—, Poy(k) =" = ()", Ps(k) =1—¢" =
=1- ()" Konecne Pg(k) > 1 e k>5.
. Prvni ¢4st feSeni je totoznd s FeSenim tlohy 5. Vysledek druhé ¢asti: Ps(k) > 0,9 < k > 5.

. Vhled: Po prvnim tahu zistava v osudi deset kulicek, po druhém devét kulicek,. .. Obecné,

po k-tém tahu zlstava v osudi (11 — k) kulicek. Tedy pravdépodobnost, ze modrou kulicku
vytdhnu prvnim tahem, je Pi(1) = P(M) = ﬁ Pravdépodobnost, Ze ji prvnim tahem nevy-
tahnu, je P(B) = %. Pravdépodobnost, Ze ji Vytéhnu druhym tahem, je P1(2) = P(BM) =
= % . % = 1—11 Podobné P;(3) = P(BBM) = 11, Pi(4)=---=P(11) = % Déle Pi(k) =0
pro vsechna k > 11.

Pravdépodobnosti P3 umime najit pomoci pravdépodobnosti P: P3(1) = Pi(1) = &, P3(2) =

=Pi(1)+ P1(2) = &, P5(3) = Pi(1) + P1(2) + P1(3) = £.,... Zbytek je evidentni.
Vysledky: Pro k > 11 je Pi(k) = Po(k) =0 a P3(k) =1

Prok=1,...,11 je Pi(k) = &, P2(k) =1 — &, Py(k) = £.

Vhled: Poé¢itdme funkci Py: Py(1) = P(M) = &, Pi(2) = P(BM) = 170 , tj. nejprve je
taiena B, pak M, P1(3) P(BBM) ={;-5.2=3. 55 P(4) = P(BBBM)

_ 7 .6.5 _ 7-6-5

—ﬁ'§'§" 3" 0987

Nalezené vztahy mizeme zapsat i pomoci faktoriali: P (4) = P(BBBM) = 3-T. 8V tomto

4 10|
zapise pokracujeme:

Py(5)=P(BBBBM)=3-% -2

Py(6) = P(BBBBBM) =35 - &

Pi(7)=P(BBBBBBM)=3-1. 1%

P,(8) = P(BBBBBBBM) =3- % . 10, (pfipomenme, ze 0! = 1)

Py(k) =0 pro k > 8 (protoze hra konéi nejpozdéji osmym krokem)

Zpusob vypoctu funkce P, budeme ilustrovat na éisle Py(4). Ted ndm nejde o proces, jde nam
o momentalni stav. VSech moznosti je tolik, kolik rtiznych ,slov“ lze sestavit ze tii pismen M
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a sedmi pismen B. To je C'(3,10) = C(7,10) = 120. Ptiznivé je slovo, které zacina skupinou
BBBB. V téch a jen v téch ptipadech hra koné¢i ne dfive nez v patém kroku. Pfizniva slova
maji tedy tvar BBBBX1Xs...Xg, kde tfi z pismen X7, Xo, ..., Xg jsou M a tri B. Téch
slov je C(3,6) = 20. Tedy P»(4) = Cc(g?:f())) = 2% = &. Zobecnénim posledni Gvahy najdeme
Py (k). Koneéné P3(k) =1 — Py(k).

Vysledky: Pro k > 8 je Pi(k) = Po(k) =0a P3(k) =1. Prok=1,...,8 je Pi(k) =

7! 10—k)! C(310—k 3,10k
=3 Em ( 10!) , Pa(k) = (0(3,10)) a P3(k) =1-— ((3 10))'

Vhled: Pocitame funkci P;. Plati:
Pi(1) = P(M) = %

Pi(2) = P(BM) = % - & (tj. nejprve je tazena B, pak M)
P = PEBI) =32 B =112 B

Pi(4) = P(BBBM) =11 - fé} : 3—3}

Pi(5) = P(BBBBM) = 11 - 25} - 210 atd.

Funkci P, lze pocitat stejnym zptisobem jako v feSeni tlohy 10. Zvolime vsak jiny postup,
abychom ukézali dalsi dilezitou kombinatorickou myslenku. Opét pocitame ¢islo P»(4) =

= P(BBBB).

Postupné dostavame:

Py(1) = P(B) = % = £33

21 20 (2,21
P(2)=P(BB)=35; 5 = cgz,?,zg

. _ 21 20 19 _ C(3,21)
Py(3) = P(BBB) = 55 51 " 30 = c(332)

— _21 20 19 18 _ C(4,21)
Py(4) = P(BBBB) = % - 31 - 50 - % = o(i'5)

Vysledky: Pro k > 22 je Pi(k) = Pa(k) =0a P3(k) =1. Prok=1,...,22 je Pi(k) =

! 32—k C(11,32—k C(k,21 11,32k
= P(B...BM)=11- (222;@)! . 32!) Py(k) = é‘(1132)) = CEk32§ a P3(k) =1— ((1132))'

Pro k> 25je Pi(k) = Py(k) =0a Py(k) = 1. Prok =1,...,25 je P (k) = 8- 24 . (320!

@5—k)1 32
C(8,32—k) _ C(k24 - C(8,32—k
Py(k) = (0(8 32)) = Cgk,32g a Py(k) =1— é(s,:az) L.

Pro k > 29 je Pi(k) = Py(k) =0a Py(k) = 1. Prok=1,...,29 je P(k) = 4 28 . B2Ht

(29-k)! 32!
C(4,32—k C(k,28 4.32—k
Py(k) = S5 = G0l a Py(k) =1 - S50

Vhled: tlohy 11, a 14 ze strany 63 jsou ,stejné“. Pfesnéji isomorfni. Asi tak jako tlohy ,, Kolik
je b korun a 7 korun?“ a ,, Kolik je 5 jablek a 7 jablek?*“. Sta¢i zameénit ,korunu* za ,,jablko“
a ulohy se vyméni. Podobné jestlize v tloze 14 vyménime ,balicek karet* za ,josudi kulicek”,
,srdce nebo eso“ za ,modra“ a ,karta, kterd neni ani srdce ani eso“ za ,bila*, dostaneme
tlohu 11.

Vysledky: Identické s vysledky tlohy 11.
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3.6 Ruzné ulohy

Priklad 7

Hodime minci. Padne-li R, vlozime do prazdného kelimku jednu kostku, padne-li L, vlozime
do néj dvé kostky. Pak obsah kelimku vysypeme. Zjistéte P(5), tj. pravdépodobnost jevu
»padne 5 ok“, resp. ,padne soucet 5 ok“.

Reseni

Vhled: Kazdy ptipad se sklada ze dvou krokt:
1. hodime minci a vlozime do kelimku patfiény pocet kostek,
2. vysypeme obsah kelimku a zjistime, kolik ok padlo.

Oznaceni: Znakem R2 oznacime jev ,,pfi hodu mince padl R a pfi hodu kostky padla 2 oka“.
Znakem L7 oznacime jev ,,pfi hodu mince padl L a pri hodu dvou kostek padlo 7 ok“ apod.

Vsech pripadt je sedmnéct:
R1, R2, R3, R4, R5, R6, L2, L3, ..., L11, L12. (3.3)

Z nich pfiznivé jsou dva: R5 a L5. Tedy P = 1%
Uvaha je chybné, protoze piipady (3.3) maji riznou pravdépodobnost. Musime zaéit znova.

Vhled: Situaci zndzornime graficky. Obdélnik na obrazku 3.2a zobrazuje mnozinu vSech moz-
nych pfipadi. Obdélnik rozdélime na sedmnact obdélnikt tak, aby kazdému jevu odpovidal
obdélnicek a aby jeho obsah odpovidal pravdépodobnosti daného jevu.

Nejdiive hodime minci. Nastane jeden ze dvou stejné pravdépodobnych jevii — R, nebo L.
Proto obdélnik rozdélime na poloviny. Horni zobrazi pfipad R, dolni pripad L. Viz obrazek
3.2b. Oba pripady uvazime oddélené.

Pripad R: Hazime jednou kostkou. Mame Sest stejné pravdépodobnych jevu: R1,..., R6. Kaz-
dému jevu tedy bude odpovidé Sestina horni poloviny, tedy jedna dvanéctina celého obdélnika:
P(R1)=---= P(R6) = 75 — viz obrazek 3.3.

Pfipad L: Hazime dvéma kostkaml Mame jedenact nestejné pravdépodobnych pripadi:
L2,..., L12. Pravdepodobnostl techto jevi byly nalezeny v FeSeni tlohy 2, strana 54: P(2) =
= P(12) P(3) = P(11) = P(4) P(10) = &, P(5) = P(9) = g), P(6) = P(8) = &,

367 187
P(7) = %. Dale P(13) = P(14) = =0.
A\ téchto pomeérech pak rozdélime dolni polovinu obdélnika — viz obrazek 3.3. Tedy P(L2) =
=P(L12) = § - 36 = =5, P(L7) = 3 - § = {5 atd.

Obréazek 3.2:

Obrazek 3.3:
Realizace: Z feSeni tlohy 2, strana 54 vime, ze pfi hodu dvéma kostkami je P(s
Tedy P(padne celkem 5 ok) = P(R) -P(padne 5)4 P(L)- P(padne soucet 5) =
Vysledek: P(padne celkem 5 ok) = 2 = 0,138
Priklad 8

=}
_ 5

36°

@\r—\ ot

oucet
11,1
2762
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Na obrazku 3.4 je graf s patnacti vrcholy. Po grafu se pohybuje figurka. Jeji vychozi
stanovisté je ve vrcholu ag. Pohybuje se ndhodné podle toho, co padne pii hodu mince.
Tedy padne-li v prvnim kroku lic, posune se do vrcholu b;. Padne-li lic opét, posune se do
vrcholu do a zde konéi. Padne-li v prvnim kroku rub, figurka se posune do c¢; atd. Vrcholy
oznacené pismeny a, b jsou ,pruchozi“ (kromé b7). Vrcholy oznacené c, d a vrchol by jsou
koncové.

(a) Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti figurka skonéi ve vrcholu ¢y, da, cs,.. ., bz, c7.

(b) Stejnou tlohu feste pro pfipad, kdy graf pokrac¢uje uvedenym zpusobem déle az do
arovné 99.

(c) Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti skonéi figurka v nékterém vrcholu c, jestlize bude
graf nekonec¢né dlouhy.

Obréazek 3.4:

Reseni

(a) Vezméme ilustraci. Hledejme P(dy), tj. pravdépodobnost, Ze figurka skoné¢i ve vrcholu dy.
Sem se muze dostat pouze po Ctyfech krocich tak, Zze v nich postupné padne L, R, L, L.
Sledujme tuto cestu: P(b1) = 1, P(az) = P(b1) - 5 = 1, P(bs) = P(az) - 3 = &, P(as) =

8
= P(b3) - 5 = 13-
7 ilustrace je zfejmé, ie kon¢i-li prochézka po k krocich, je pravdépodobnost tohoto konce
(3)k. Odtud P(cl) = 3, P(dg) = %, P(cs) = &, P(ds) = 15, P(cs) = 35, P(ds) = g,

P(C7) = P(b7) = m
(b) Déle P(c;) = (3)%, P(dj) = (3)7, P(bgo) = P(cgo) = (3)%°,i=1,3,5,...,99,
j=2,4,6,...,98.

(c¢) Hledanou pravdépodobnost ziskdme jako soucéet nekonec¢né fady
P(c1)+P(es) + Ples)++ =2+ i+ 5+ =11+i+E+..)=5 L=

1
-3

win

Priklad 9

Hrac¢i A a B hraji nasledujici hazardni hru. Kazdy polozi na stil 1 K¢. Pak jeden hodi
minci. Padne-li R, bere obé koruny hra¢ A, padne-li L, bere je hra¢ B. Na zacatku hry
mé hrac¢ A dvé a hra¢ B jednu korunu. Pro vSechna prirozena k najdéte pravdépodobnosti
Py (k) a Py(k) definované v pfikladu 6 a dale pravdépodobnosti:

P4(k), tj. pravdépodobnost, ze hra¢ A zvitézil (tedy ziskal tfi koruny) nejpozdéji v k-tém
kroku, Pp(k), tj. pravdépodobnost, ze hra¢ B zvitézil nejpozdéji v k-tém kroku.

Reseni

Ve hie mohou nastat Ctyfi rtizné stavy:

e Hra¢ A ma 3 K¢, hra¢ B mé 0 K¢&; stav znacime (3,0).
e Hra¢ A ma 2 K¢, hra¢ B ma 1 K¢; stav znacime (2,1).
e Hra¢ A ma 1 K¢, hra¢ B mé 2 K¢; stav znadime (1,2).
e Hra¢ A ma 0 K¢, hra¢ B ma 3 K¢; stav znacime (0, 3).

Nastane-li stav (3,0), nebo (0, 3), hra konéi. V piipadé stavu (2, 1) hra s pravdépodobnosti %
pokracuje do stavu (1,2) a s pravdépodobnosti % do stavu (3,0). Podobné pro stav (1,2).
KdyZ mozné priubéhy hry vhodné naznac¢ime pomoci grafu, pfevedeme tuto tlohu na ptiklad 8.
Tento graf je na obrazku 3.5.



68 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOST

Obrazek 3.5:

Vidime, ze situace je shodné s grafem u prikladu 8. To umoznuje dat okamzité odpovédi na
nékteré z otazek: Py (k) = (%)k, Py(k) = (%)k

Ps(3) = Pa(4) =1 + %
Pa(5) = Pa(6) = 5+ 5 + 35

W 2 ()
Analogicky Pp(1) =0,
Pp(2) = Pp(3) = 4,
Pp(4) = Pp(5) = 7 + 15,
Po(2l) = Pp(2l+1) = L+ L ooop ()2 = LG 1y 1y
B(2l) = PpQ2l+1) =3+ ++ ()" =3 1-1 =3[l - ()]

Vysledek: Pi(k) = (3)F, Pa(k) = (3)F, Pa(2l — 1) = Pa(20) = §[1 — (¥ ],
Pp(2l) = Pa(2l+1) = §[1 — ($)%], kde | € N.

Ulohy

. Hodime minci. Padne-li R, vlozime do kelimku tii kostky, padne-li L, vlozime do kelimku dvé
kostky. Pak kostky z kelimku vysypeme. Najdéte P(5), tj. pravdépodobnost jevu ,soucet ok
na vsech hozenych kostkach je 5.

. Hazime minci tak dlouho, dokud nepadne RLR, nebo LRL. Pro k = 1,2,3,...,10 urcete
pravdépodobnosti P;(k), Pa(k), Ps(k), definované v piikladu 6.

. Hra¢i A a B hraji hazardni hru popsanou v prikladu 9. Na zac¢atku maji oba hraci po 2 K¢.
Ozna¢me P(k) pravdépodobnost jevu ,hra v k-tém kroku skoncila“. Urcete (a) P(2),
(b) P(3), (c) P(4), (d) P(8), (e) P(31), () P(32).

. Hra¢i A a B hraji hru. Hazi minci a zaznamenavaji, co padlo. Jakmile padne dvakrat po sobé
R, vitézi hra¢ A. Jakmile padne RLR, nebo LRL vitézi hra¢ B. Zjistéte, jakou pravdépo-
dobnost mé hrac¢ A, ze béhem prvnich péti her (a) zvitézi, (b) prohraje, (c) nezvitézi, ale ani
neprohraje.

. Z4k pise test, ve kterém na kazdou ze tii otdzek odpovi zakrouzkovanim jedné ze dvou nabi-
zenych odpovédi. Za kazdou spravnou odpovéd ziskava jeden bod. Jaké je pravdépodobnost,
ze zék odpovidajici zcela ndhodné ziska (a) dva, (b) t¥i body?

. Z4k pise test, ve kterém na kazdou z péti otdzek odpovi zakrouzkovanim jedné ze &tyi nabi-
zenych odpovédi. Za kazdou spravnou odpovéd ziskava jeden bod. Jaké je pravdépodobnost,
ze zak odpovidajici zcela ndhodné ziska (a) jeden, (b) dva, (c) t¥i body?

. Jak se zméni vysledky predchozi tlohy, jestlize zak u kazdé z odpovédi spravné vylouci jednu
chybnou odpovéd a had4 pouze ze zbylych t¥i?

Vysledky



3.6. RUZNE ULOHY 69

. Z FeSeni tlohy 2, strana 54 vime, Ze pti hodu dvéma kostkami je P(5) = %. Kdyz hazime tremi
kostkami je viech moznosti 62 = 216. Cislo 5 miiZze padnout nékterym z téchto Sesti zptisobii:

(1+1+43), 14+3+1), 3+1+1), (14+2+2), (2+1+2), (2+2+1). V tomto pripadé je

tedy P(5) = ox = o-.

Tedy jev ,na minci padne R a na tfech kostkach pak bude soucet 5 ok“ ma pravdépodobnost

1 1 1 . . / v . «
53 = =3 ajev ,na minci padne L a na dvou kostkdch pak bude soucet 5 ok m4 pravdé-

podobnost

%-% = %. Hledana pravdépodobnost je sou¢tem obou téchto pravdépodobnosti, tedy P(soucet
5) = =5 + 15 = = = 0,0694.

. Vhled: Nejprve najdeme hodnoty funkce P;. Po prvnim ani druhém kroku hra koncit nemtze,
proto je Pi(1) = Pi(2) = 0. Po tfetim kroku nastédva jedna z osmi stejné pravdépodobnych
moznosti. Ty rozdélime do t¥i skupin takto: 1. RLR, LRL — nazveme priznivé, 2. RRL, LLR
— nazveme nadéejné, 3. RRR, RLL, LRR, LLL — nazveme pokracujic.

Piiznivé pfipady jsou dva, tedy Pi(3) = % = %. Nastane-li néktery z priznivych piipadu, hra

kondi. Zbylych Sest piipadii je nepriznivych. Rozdélili jsme je do dvou skupin podle toho, zda
je, nebo neni nadéje, ze hra v pristim kroku skondéi. Pro ¢tyfi pfipady skupiny 3 hra v pristim
kroku kon¢it nemiize. Proto jsme je nazvali pokracujici. Naproti tomu pro oba pripady skupiny
2 hra v pristim kroku skoncit mize. Proto jsme je nazvali nadéjneé.

Kdyz v ptipadé RRL padne R, nebo v piipadé LLR padne L, zméni se nadéjny pripad na
priznivy a hra konéi. Padne-li po RRL lic, nebo po LLR rub, hra nekon¢i. Navic z pripadu
nadéjného se stane pripad pokracujici.

Tedy kazdy pokracujici pripad se s pravdépodobnosti % stava nadéjngm (naptiklad kdyz po

LRR padne L) a s pravdépodobnosti % zUstava pokracugjici (napiiklad kdyz po LRR padne
R).

Kazdy nadéjng pripad se s pravdépodobnosti % stava priznivgm (napiiklad kdyz po LLR
padne L) a s pravdépodobnosti % pokracugicim (napiiklad kdyz po LLR padne R). Pfehledné
lze zménu, ke které dochazi v jednom kroku zapsat tabulkou 3.4.

Priipad se stava s pravdépodobnosti
nadéjny priznivym 1
nadéjny pokracujicim %
pokracujici | nadéjnym %
pokracujici | pokracujicim %
priznivy priznivym 1

Tabulka 3.4:

Oznaceni: Pravdépodobnost jevu ,,po k-tém kroku je dany ptipad pokracujici oznac¢me P,(k),
»DO k-tém kroku je dany pripad nadéjng“ ozna¢me P, (k).

Realizace: Z tabulky 3.4 okamzité plyne:
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- Py (k) (3.5)

l\D\)—t

P,(k+1)=

P,(k+1) = = - [P,(k) + P,(k)] (3.6)

l\.')\r—\

Pik+1)=P3(k+1) — Ps(k)

Pi(k+1) = 5 - Pa(k)

Z &isel P3(3) = 1, P.(3) = 1, P,(3) =  pak postupne najdeme P3(4) = 5 - P,(3) + P3(3) =
=141 =2 (podle (3.4)), P,(4) = - B,(3) = 1 L (podle (3.5)), Py(4) = &- [ 2(3)+ Py(3)] =2
(podle (3.6)), déle P3(5) = - P,(4) + P3(4) = £+ 2 =  (podle (3.4)), P,(5) = 3-P,(4) = &
(podle (3.5)), P,(5) = 3 - [Pu(4) + Pp(4)] = < (podle (3.6)) atd. Viz tabulka 3.5.
k 31415 |6 |7 8 9 10
Po(k) |3 15| 15[ [ 61| 155 | 56 | a5
ACIEREEIEI R
n 4 4 16 32 8 128 256 2560
Py(k) | L[ 2L [
411 % % 332 654 614 21536 52112
Piuk) |15l 8 |55 larl 16 | 256 | a1
Tabulka 3.5:

Pro pravdépodobnost P»(k) plati, ze Py(k) = 1 — Ps3(k).

3. (a) Padne-li v prvnich dvou krocich RR, nebo LL, hra konéi ve druhém kroku. Padne-li RL,
nebo LR, situace bude stejna jako na za¢atku. Tedy (a) P(2) = 2 = 1. Ve tietim kroku hra
konéit nemfize, a proto (b) P(3) = 0. (c) S pravdépodobnosti 3 tedy hra po dvou krocich
skoncila ve vychozi pozici. Mizeme zopakovat to, co jiz vime. Pravdépodobnost, ze hra konci
ve ¢tvrtém kroku, je polovina z poloviny, tedy ¢tvrtina. Pravdépodobnost, Ze pokracuje, je
téz Ctvrtina. Proto P(4) = 1. Stejnou Gvahou ziskdme (d) P(8) = &, (e) P(31) =0,

(f) P(32) = 216

Zobecnéni: P(2k —1) =0, P(2k) = 55, k € N.

Qka

4. Ozna¢ime P(A) pravdépodobnost toho, ze vyhraje hra¢ A, P(B) pravdépodobnost toho, zZe
vyhraje hra¢ B, a P(H;) pravdépodobnost toho, Ze hra pokrac¢uje do (i41)-ého kola. Postupné
si zapiSeme situaci v jednotlivych krocich.

1. krok: P(A) =0, P(B) =0, P(H,) = 1.

2. krok: V jednom piipadé A vyhraje (padne-li RR), tedy P(A) = % 5= % B nemuze Vyhrat
tedy P(B) = 0. V ostatnich pifpadech hra pokracuje (RL, LR, LL), tedy P(H,) = 3.

3. krok: V jednom ptipadé ze Sesti moznych vyhraje A (LRR), tedy P(A) = P(Hs) - % = %.
Ve dvou piipadech vyhraje B (RLR, LRL), tedy P(B) = P(Hz) -2 = ;. Ve zbylych tiech
pripadech nevyhraje ani jeden a hra pokracuje, tedy P(H3s) = P(Hz) - % = %.

4. krok: Analogicky zjistime P(A) = P(Hs) -+ = 1=, P(B) = P(H3) - & = &, P(Hy) =

= P(Hs) % = 1.
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. _ 2 _ 1 _ 2 _ 1 _ 4 _1
Nyni uz dokazeme odpovédét na zadané otazky. Pravdépodobnost, ze béhem prvnich péti her
zvitézi A, je P =0+ % + % + % + % = % Pravdépodobnost, ze béhem prvnich péti her A
prohraje (tj. B zvitézi), je P =0+ 0+ % + %6 + % = %. Pravdépodobnost, ze ani nezvitézi,
ani neprohraje, tj. hra pokracuje do Sestého kola, je P = P(Hs) = %.
. Po kazdé odpovédi se blizime ke konecnému stavu. Jsou ¢tyfi moznosti: t¥i Spatné odpovédi,
dvé Spatné a jedna spravnd, jedna Spatnd a dvé spravné, t¥i spravné. Situaci znazornime
obrazkem 3.6.

Obréazek 3.6:

Pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném postupu od poc¢atku P na linii ,,po tfeti odpovédi“ skon-
¢ime v bodé a, nebo d, je % (do a, resp. d se dostaneme jednou cestou). Pravdépodobnost, ze

skon¢ime v bodé b, nebo c, je % (do b, resp. ¢ se dostaneme tfemi cestami). Tedy
(a) P(2 odpovédi spravné)= P(c) = 3, (b) P(3 odpovédi spravné)= P(d) = £.

. Pfi ndhodné odpovédi na kazdou otdzku testu je P(spravnd odpovéd) = 0,25 a P(chybna
odpovéd) = 0,75. Tedy pfi hodnoceni celého testu, tj. vSech péti otézek, je

(a) P(pravé 1 spravna odpovéd) = 5 - (0,25)! - (0,75)* = 0,39551,

(b) P(prave 2 spravné odpovédi) = 10 - (0,25)% - (0,75)3 = 0,26367,

(c) P(pravé 3 spravné odpovédi) = 10 - (0,25)3 - (0,75)% = 0,0 8789.
. Misto 0,25 bude vsude %, misto 0,75 bude vsude % Tedy

(a) P(pravé 1 spravné odpoved) =5 (3)! - (3)* = 0,32922,

(b) P(pravé 2 spravné odpovédi) = 10 - (1)2 - (2)3 = 0,32922,

1 2
3 3
(c) P(pravé 3 spravné odpovédi) = 10 - (%)3 (%)2 = 0,16461.



72

KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOST



Kapitola 4

Stereometrie

4.1 Krychlova télesa

Umluva: Krychlovym télesem K nazveme téleso, které vznikne ,péknym“ slepenim shodngch
krychli K1, Ka,..., Ky, tj. K = ;- K;.

Slovo ,,péknym® upfesnime takto: Jsou-li K; a K kterékoli dvé rtzné krychle z krychli Ky,
Kos,..., K,, pak plati:

Kdyz zvolime libovolnou hranu na Kj; i libovolnou hranu na Kj, pak jsou tyto tsecky bud
navzajem kolmé, nebo rovnobézné.

Prinik K; N Kj je

— prazdna mnozina,

— jeden bod, ktery je vrcholem krychle K; i krychle Kj,
— usecka, kterd je hranou krychle K i krychle Kj,

— Ctverec, ktery je sténou krychle Kj; i krychle K.

Stiedy krychli K; a Kj lze spojit lomenou ¢arou, ktera celd lezi uvniti télesa K.
Dodejme, Ze i jedinou krychli budeme povazovat za krychlové téleso.

Poznédmka: Toto pomérné neprehledné vymezeni pojmu krychlové téleso lze nahradit sice
méné presnym, ale ndzornéjSim navodem.

Navod na vytvoreni krychlového télesa z nékolika shodnych krychli

Vezméte dvé krychle a slepte je podél stén (sténa jednoho padne piesné na sténu druhého).
To, co vzniklo, je krychlové téleso, které nazveme dvoukrychle.

K tomuto télesu postupné nalepte dalsi krychle tak, ze pfi kazdém lepeni se lepi presné sténa,
nebo stény nové krychle na jednu, nebo nékteré ze stén krychli jiz vytvoreného télesa.

Oznaceni: Kazdé krychlové téleso lze prehledné zapsat zpusobem, ktery vidime na obrazku
4.1. Krychlové téleso z planu A je tvofeno Ctyrmi krychlemi, vSechny lezi v prvnim podlazi
a jsou slepeny do tvaru pismene L. Krychlové téleso z planu B je tvoreno ¢tyimi krychlemi;

73
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t¥i tvori ,véz“ a Ctvrta je prilepena k prostfedni krychli véze, tedy k té krychli, ktera lezi
ve druhém podlazi. Téleso z planu C je tvoieno péti krychlemi. Ctyti lezi v prvnim podlazi
a tvori hranol s rozméry 2 x 2 x 1. Pata lezi ve druhém podlazi na jedné z krychli prvniho
podlazi. T€leso z planu D je shodné s télesem z planu A, pouze jeho poloha je jind. Podobné
téleso z planu E je shodné s télesem z planu B.

Obrazek 4.1:

Umluva: Misto dlouhého terminu ,téleso z planu A na obrazku 4.1 budeme strucné fikat
ytéleso 4.1A“. Podobné dalsi pripady.

Priklad 1
Popiste vsechny vrcholy krychlového télesa 4.1C'. Vrcholy okétujte, tj. ke kazdému vrcholu
pripiste ¢islo udavajici podlazi, v némz se tento nachézi. Kone¢né popiste vSechny jeho
stény i hrany a zjistéte jejich pocet.

Reseni

Plan krychlového télesa C je prekreslen na obrazku 4.2.
Obrazek 4.2: Vrcholy télesa jsou pojmenovany a okétovany. Kétou je
dolni index u pismene.

Téleso ma 14 vrcholti, 21 hran a 9 stén.

Vrcholy: Ao, By, Co, Do, Er, F1, G1, Hy, I1, J1, K2, La, M2, No.

Hrany: AgBo, BoCo, CoDo, DoAg, E1F1, F1G1, G1Hy, Hily, I J1, J1E1, KoLy, Ly Ma, MaNo,
N3 K3, AoEr, Boli, CoG1, HiMs, DoNa, J1 K2, I1 L.

Stény: ¢tverec AgByCoDy lezi v nultém podlazi a je ,spodni podstavou” télesa; Sestitthelnik
EV\F1GyH 11 Jq lezi v prvnim podlazi; ¢tverec KoLoMoNs je ,horni podstavou® télesa; dale
ma téleso jesté dveé ¢tvercové stény I1 HiMsLo a J111 Lo Ko, dvé obdélnikové stény AgBoF1E
a BoCQGlFl a dvé Sestithelnikové stény AOE1J1K2N2D0 a CoD()NQMngGl.

Poznamka: Dolni indexy (kdty) vrcholit budeme v budoucnu ¢asto vypoustét. Napiiklad pii
vycétu hran i stén je nebylo nutné uvadeét.
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Ulohy

. Urcete pocet vrcholu v, hran h a stén s téles uvedenych na obrazku 4.1, kromé télesa 4.1C.

. Kolik navzajem neshodnych krychlovych téles 1ze sestrojit ze (a) tii, (b) ¢ty shodnych krychli?
Nakreslete plany téchto téles.

Poznédmka: Za shodnd povazujeme takové dvé télesa, z nichz jedno se d& pfemistit do druhého.
Tedy télesa nepfimo shodné za shodnd nepovazujeme.

. Najdéte vSechna navzajem neshodna krychlova télesa, ktera lze sestrojit slepenim dvou dvou-
krychli.

. Ze t¥1 jednotkovych krychli vytvofme hranol s rozméry 1 x 1 x 3. Vezméme dva takové hranoly
a jejich slepenim sestrojme dalsi krychlova télesa. Kolik takovych navzajem neshodnych téles
lze sestrojit? Nakreslete plany vsech téchto téles.

. Mame k dispozici krychlova télesa A, B, C z obrazku 4.3, kazdé ve dvou exemplarich. D4 se
z této ,stavebnice“ postavit nékteré z téles D, F, F', G z obrazku 4.37 Kdyz ano, jak? Kdyz
ne, proc¢?

Obrazek 4.3:

. Pro kazdé z péti krychlovych téles uvedenych na obrazku 4.1 evidujte tabulkou téchto deset
udaji: 1) pocet krychli, ze kterych je slozeno, 2) pocet vrcholii v trovni 0, 3) pocet vrcholu
v trovni 1, 4) pocet vrcholii v trovni 2, 5) pocet vrcholi v trovni 3, 6) pocet v vSech jeho
vrcholi, 7) pocet h vSech jeho hran, 8) pocet ¢tyfuhelnikovych stén, 9) pocet Sestithelnikovych
stén, 10) pocet s vSech jeho stén.

7. To, co je v piikladu 1 udélano pro téleso 4.1C, udélejte pro télesa 4.5C a 4.5D.

. Vytvoite tabulku udavajici pocet vrchold, hran i stén kazdého z krychlovych téles uvazovanych
v ulohach 2, 3, 4.

. Pro kazdé z téles predchozi tlohy plati jednoduchy vztah mezi ¢isly h, s, v. Najdéte tento
vztah.

Vysledky

. Pro shodna télesa A, D je v =12, h = 18 a s = 8. Pro shodna télesa B, E je v =16, h = 24
a s = 10.

. (a) Dvé. Jejich plany jsou na obrazku 4.4. (b) Osm. Jejich plany jsou na obrazcich 4.1A, 4.1B
a obrazku 4.5.

Obrazek 4.4:

Obréazek 4.5:



76 KAPITOLA 4. STEREOMETRIE

Obrazek 4.6:

3. Je to Sest téles uvedenych na obrézcich 4.1A4, 4.5A, 4.5B, 4.5D, 4.5F a 4.5F.
4. Je to deset téles uvedenych na obrazku 4.6.

5. Télesa E a F' postavit lze. Konstrukce télesa E je na planech 4.7H a 4.71. Nejprve se polozi
vedle sebe dvé télesa 4.3B (plan 4.7H), na né pak téleso 4.3C (plan 4.71) a nakonec téleso
4.3A (plan 4.3F). Konstrukce télesa 4.3F je na planech 4.7J a 4.7K. Vezme se téleso 4.3C
(plén 4.7.J), k nému se pfilepi obé télesa 4.3B (plan 4.7K) a nakonec druhé téleso 4.3C' (plan
4.3F). Télesa 4.3D a 4.3G se postavit nedaji. To zdivodnime.

Dtivod pro téleso D: Téleso D je slozeno ze CtyT krychli a je razné od télesa C. Jedind moznost,
jak by se dalo slepit, je ze dvou exemplara B. Lehce nahlédneme, Ze je to nemozné.

Divod pro téleso G: téleso G je slozeno ze sedmnécti krychli. V nasi stavebnici mame Sest
téles slozenych celkem z osmnécti krychli, z nich vSak nelze vybrat podskupinu, ktera by méla
pravé sedmnéct krychli.

Obréazek 4.7:

6. Vysledky jsou usporadany v tabulce 4.1.

Krychlové télesozobr. 41 | A | B |C | D | E
1. je sloZeno z 4 |4 |5 |4 |4 | krychl
2. na turovni 0 ma 6 |4 |4 |4 |4 | vrcholn,
3. na trovni 1 ma 6 |4 |6 |4 |8 | vrcholu,
4. na tarovni 2 ma 0 |4 |4 |0 |4 | vrcholu,
5. na urovni 3 mé 0 |4 |0 |4 |0 | vrcholq,
6. celkem méa 12 | 16 | 14 | 12 | 16 | vrchold,
7. celkem ma 18 | 24 | 21 | 18 | 24 | hran,
8. celkem ma 6 |8 |6 |6 |8 | ctyrahelnikovych stén,
9. celkem ma 2 |0 |3 |2 |0 | Sestithelnikovych stén,
10. celkem ma 8 |10|9 |8 |10 | stén.
Tabulka 4.1:

7. Téleso 4.5C — viz obréazek 4.8a. Vrcholt je 17: AQ, Bo, Co, DQ, E(), F(), Gl, Hl, Il, Jl, Kl,

Ly, My, N3, P5, 2, Ry. Hran je 27: AB, BC, CD, DE, EF, FA, GH, HI, IM, MG,
1J, JK, KL, LI, NP, PQ, QR, RN, AG, BH, CI, DJ, EK, FR, MN, IP, LQ (kéty
jiz neuvadime). Stén je 12: ABCDEF, GHIM, IJKL, NPQR, ABHG, MIPN, CDJI,
FEKLQR, DEKJ, ILQP, BCIH, AFRNMG.
Téleso 4.5D — viz obrazek 4.8b. Vrcholu je 15: Ag, By, Co, Do, E1, F1, G, H1, I, J1, K1,
Lo, Ms, No, P5. Hran je 23: AB, BC, CD, DA, FF, FG,GK, KE,GH, HI, IJ, JG, LM,
MN, NP, PL, AE, BF, CJ, DP, KL, HM, IN (kéty jiz neuvadime). Stén je 10: ABCD,
EFGK,GHIJ, LMNP, ABFE, KHML, PNIJCD, HINM, BCJF, ADPLKE.

8. Vysledky jsou v tabulce 4.2.
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Obrazek 4.8:

| [41A[41B [44A[44B | 45A [45B | 45C [ 45D | A5E | 4.5F [ 4.6A |

v | 12 16 12 8 8 16 17 15 8 15 8
h |18 24 18 12 12 24 27 23 12 23 12
s |8 10 8 6 6 10 12 10 6 10 6

| | 4.6B[4.6C | 46D | 4.6E | 4.6F | 4.6G | 4.6H [ 4.6 | 4.6J |
v |8 16 [16 [12 [16 [15 [18 [20 [15
h|12 [24 [24 |18 |24 [23 [28 [32 [23
s |6 10 |10 |8 10 [10 [12 [14 [10

Tabulka 4.2:

9. Hledany vztah je Eulerova formule: s +v = h + 2.

Vyzva 1
Provéite, zda Eulerova formule (viz feseni tlohy 9) plati i pro ¢ty#i krychlova télesa z obrazku
4.9. Vyjasnéte pojmy vrchol, hrana, sténa krychlového télesa.

Obréazek 4.9:

4.2 Sité téles
Umluva: Na obréazku 4.10 vidime Sest kandidatt na titul ,sif krychle“.

Obréazek 4.10:

Tento titul vSak pfizndme pouze utvaru A. Ostatnim Gtvarim tento titul nepfinalezi, nebot
utvar B pokryje pouze pét stén krychle, atvar C' pokryje vSechny stény krychle, ale jednu
dvojnasobné, atvar D jednu sténu nepokryje a jednu pokryje dvojnasobné. Utvar F je sice
presny ,stfih na odév pro krychli“, ale jedna sténa krychle bude pokryta dvéma trojuhelniky.

Koneéné utvar F' je vlastné ze dvou kusi, protoze jedna sténa je k ,télu sité“ prilepena pouze
vrcholem.

Priklad 2

Sestrojte alespon jednu sit krychlového télesa, jehoZ plén je na obrazku 4.2.

Reseni

Bézny postup konstrukce sité télesa je nasledujici. Predstavime si, ze je téleso jiz ,,odéno“
a postupné je, sténu po sténé, rozbalu geme do roviny. PTi slozitéjsich télesech vSak uvedeny
PSS RES PR e nar%e%lyd% ihstiRadededinghok Htmhé %%P S NBLyevEer %V%rﬁl
SornBITHERS, stes! jil e Hodine éﬁy%@&%%% Sirany, A iy ctekh. tem%sg Y BHpal l%geg%de Hogel
sfe%nsja%yfgstﬁé%&o g dtlalerpadd, ‘ifa%az%n% 5Bl 4 RPeqg! strany BC obdelnik f.

Utvar, ktery jsine zatim ziskali, ma obsah ¢trnact jednotkovych ¢tvereckid a je to 16-thelnik
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Obréazek 4.11:

zobrazeny na obrazku 4.12a. Postupné ,pfi§ivani* mtzeme struéné zapsat: a, AD, ¢, DC, d,
AB, e, BC, f.

Pokracujeme v ,prisivani* dalSich stén: podél F'G ,prisijeme* b, podél KN pak i, dale podél
KL g a konecéné podél LI sténu h. Cely proces zapiSeme stru¢né takto: a, AD, ¢, DC, d, AB,
e, BC, f, FG, b, KN, i, KL, g, LI, h.

Vysledna sit daného télesa je na obrazku 4.12b.

Obréazek 4.12:

Terminologie: Pravidelnym, neboli platénskym télesem nazyvame mnohostén, ktery mé tyto
dvé vlastnosti:

1. vSechny jeho vrcholy lezi na jediné plose kulové (je to plocha opsand mnohosténu);

2. v8echny jeho stény jsou navzajem shodné pravidelné n-thelniky.

Existuje pét platénskych téles (viz obrazek 4.13): (1) tetraedr (pravidelny Cétyfstén), kde
v =4, h =6,s =4, (2) hexaedr (pravidelny Sestistén, tj. krychle), kde v = 8, h = 12,
s = 6, (3) oktaedr (pravidelny osmistén), kde v = 6, h = 12, s = 8, (4) dodekaedr (pravidelny
dvanéctistén), kde v = 20, h = 30, s = 12, (5) ikosaedr (pravidelny dvacetistén), kde v = 12,
h =30, s = 20.

Obrazek 4.13:
Ulohy

. Kolik rtznych (tj. vzédjemné neshodnych) siti mé krychle? VSechny je nakreslete a na kazdé
siti oznacte kazdou sténu nékterym z pismen z, y, z tak, aby navzajem kolmé stény byly
oznacCeny riznymi pismeny.
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. Na obrazku 4.14a je sit standardné popsané krychle ABCDEFGH (tedy ABCD a EFGH

jsou rovnobézné stény a AFE, BF, CG a DH rovnobézné hrany). Ze ¢trnacti vrcholl sité
pouze tfi jsou popsany. Popiste ostatni. Stejnou tlohu feste pro sité z obrazki 4.14b az 4.14g.
Najdéte vzdy vSechna FeSeni.

Obréazek 4.14:

. Nakreslete a popiste alespon jednu sif krychlového télesa, jehoz plan je na obrazku (a) 4.14,

(b) 4.1B.

. Na obrazku 4.15 je nakreslend a popsand sit krychlového télesa. Na obrazku jsou chyby —

opravte je. T€leso popiste planem.

Obréazek 4.15:

. Kolik raznych siti mé tetraedr? Nakreslete je a popiste.

. VSech 2n hran n-bokého jehlanu mé stejnou délku d. Jakjch hodnot miize nabyvat ¢islo n?

Nakreslete alesporti jednu sit kazdého z téchto jehlani. Sit popiste.

. Krychli ABCDEFGH protneme rovinou BGE. Vzniknou dveé télesa: ¢tyistén EBGF a sed-

mistén ABCDFEGH. Nakreslete alespon jednu sit téchto téles a sestrojte jejich papirové
modely.

. Krychli lze slozit ze t¥i shodnych jehlant. Zjistéte jak a udélejte model této skladacky.

. Kdyz vhodnym zpiisobem ,,0sekame* vsech osm vrchold krychle, dostaneme mnohostén, ktery

ma ¢trnédct stén, z nichz osm je rovnostrannych trojuhelniki a Sest (a) ¢tvercd, (b) pravidel-
nych osmithelnikid. Nakreslete alespon jednu sit téchto téles a udélejte jejich modely.

Sestrojte alespori jednu sit oktaedru, dodekaedru a ikosaedru a jejich modely.

Kolik rtiznych siti mé oktaedr?

Vysledky

. Jedenact. Jsou na obrazku 4.16.

Obréazek 4.16:

. Reseni je na obrazku 4.17 a 4.18. (a) Sit a, (b) sité by a by, (c) sit ¢, (d) sité d; a da, (e) sit

e, (f) sit f, (g) sit g.

Obréazek 4.17:
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Obréazek 4.18:

. (a) Jedno feSeni je na obrazku 4.19a. Obé tsecky GH jsou silné vyznaceny. Znadi to, ze zde
je sit nastfizena — podél useéek GH dily sité nejsou sesity. (b) Jedno FeSeni je na obrazku
4.19b. Nastiihnout nutno tsecky IL a GH (kazdd mé na obrazku dva vyskyty — tedy celkem
¢tyfi nastiihnuti).

Obréazek 4.19:

. Na siti jsou dvé chyby: nahore misto pismene B ma byt pismeno () a schazi ¢tvercova sténa
BHIC. Lze ji ,prisit“ k strané CI. Plan télesa je na obrazku 4.5C.

. Dvé. Jsou na obrazku 4.22a.
. Nastavaji tfi moznosti: n = 3, 4, 5. Je-li n = 3, pak jehlan je tetraedr a jeho sité jsou na
obrazku 4.22a. Pro n =4 a n = 5 jsou po jedné siti jehland na obrazcich 4.20a a 4.200.

Obrazek 4.20:

. Jedna sit kazdého z téles je na obrazcich 4.21a a b.

. Zvolime jeden vrchol krychle jako hlavni vrchol pro vSechny t¥i jehlany. T¥i protéjsi stény
krychle budou pak podstavy jednotlivych jehlani. Napfiklad A je hlavni vrchol a podstavy
jsow: BCGF, DCGH a EFGH. Jedna sit prvniho je na obrazku 4.22b.

Obréazek 4.21:

Obréazek 4.22:
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. (a) Téleso je na obrazku 4.23a, jedna jeho sit na obrazku 4.23b. (b) Téleso je na obrazku

4.23c, jedna jeho sit na obrazku 4.23d.

Obrazky 4.23c, d nejsou spravné nakresleny. Stény ,osekané krychle* jsou rovnostranné
trojihelniky a osmithelniky — ty ale nejsou pravidelné. Nutno useknout z ,roht krychle*
vice. Jestlize je délka hrany krychle a, pak hrana ,osekané krychle“ je a(v/2 — 1). Budete-li
konstruovat sit, pak osmithelnikovou sténu sestrojite snadno pomoci kruznice vepsané do
¢tvercové stény krychle.

Obréazek 4.23:

Jedna sit oktaedru je na obrazku 4.24a, jedna sit dodekaedru na obrazku 4.24b a jedna sif
ikosaedru na obrazku 4.25.

Obréazek 4.24:

Obrazek 4.25:

Jedenéct.
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4.3 Rezy

Terminologie: V roviné « je dan n-thelnik M,, = A1 As...A, a mimo ni bod V. Déle je ddno
posunuti p, které prevadi rovinu « do roviny p(a) = o/ riizné od . Oznacme

p(M,) = M} = A} AL.. Al . Cast prostoru, ktera je ohrani¢ena rovinami o a o’ a rovnobé&zniky
Ay As AL AY, AgAsALAL, ... Ay AL AL Al nazgvame n-bokym hranolem

H, = A1As.. A AL A, AL

Mnohothelniky M,, a M/ nazyvame podstavami nebo zdkladnami hranolu, hrany A; A}, ..., A, A},
jsou bocéni hrany hranolu, uvedené rovnobézniky jsou bocni stény hranolu, vzdalenost rovin «,
a’ nazyvame vyskou hranolu.

Hranol nazyvame pravidelnym, pravé kdyz podstava M,, (a tedy téz podstava M)) je pravi-
delny mnohothelnik a navic vSechny bocni stény jsou pravotuhelniky. Kazdou tsecku AZ-A;-,
ktera prochazi vnittkem hranolu, nazyvame télesovou Ghlopfickou hranolu. Objem hranolu
zna¢ime V (H,,), povrch hranolu zna¢ime S(H,,), plast hranolu (tj. obsah vSech boé¢nich stén)
zna¢ime Q(H,).

Cést prostoru, kterd je ohrani¢ena mnohothelnikem M,, a trojuhelniky A1 AoV, AsA3V, .. .,
A, A1V, nazyvame n-bokym jehlanem J, = A1 As... A, V.

Mnohothelnik M,, je jeho podstava nebo zakladna, hrany A;V,..., A,V jsou boéni hrany
jehlanu, uvedené trojuhelniky jsou boéni stény jehlanu. Vrchol V' nazyvame hlavnim vrcholem
jehlanu a jeho vzdalenost od roviny a nazyvame vyskou jehlanu.

Jehlan nazyvame pravidelnym, pravé kdyz je podstava M,, pravidelny mnohothelnik a vSechny
bocni stény jsou navzajem shodné. Objem jehlanu znac¢ime V(.J,,), povrch jehlanu znacime
S(Jn), plast jehlanu (tj. obsah vSech bo¢nich stén) znacime Q(J,).

Dolni index n v symbolech M, M/, H,, J, nékdy vypoustime.

Priklad 3

Na siti krychle jsou vyznaceny body K, L, M (obrazek 4.26a). Bod K je vrchol a body
M, L jsou stiedy hran krychle. Rez krychle rovinou K LM vyznacte na siti. Pojmenujte
utvar, ktery je fezem.

Reseni

Obrazek 4.26:

Strategie: Zvolime oznaceni vrchold sité a vyznacime body K, L a M. Bod K je vrchol G,
bod M je stied hrany AFE, bod L je stted hrany BC' (obrézek 4.26b). Pak krychli vymodelu-
jeme nebo nakreslime a sestrojime fez krychle ABCDEFGH rovinou K LM (obrazek 4.27).
Posléze fez pfeneseme na sit (obrazek 4.28).
Sestrojeni fezu: (Obrazek 4.27) Body K a L lezi
Obrazek 4.27: ve sténé BC'GF, tedy jejich spojnice, tisecka KL =
GL je casti Tezu.

Stény BCGF a ADHE jsou rovnobézné, proto je rovina K LM protind v rovnobéznych
useckach. Vedeme tedy bodem M piimku rovnobézné s KL a jeji priseCik s hranou EFH
oznac¢ime N. Usecka M N je dalsi ¢ast hledaného fezu.

Body K a N lezi ve sténé EFGH, proto i isecka KN je ¢asti fezu.
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Stény EFGH a ABCD jsou rovnobézné, proto je fez stény ABC D rovinou K LM rovnobéZzny
s tiseckou K N. Sestrojme tuto rovnobézku a jeji priise¢ik s hranou AB oznaéme P. Usecky
PL a PM jsou téz dvé ¢asti hledaného fezu.

Vidime, ze fezem je pétithelnik K LPMN.

Pienos fezu na sif: (Obrézek 4.28) Rez nelze sestrojit

pomoci rovnobéznosti pouzité na obrazku 4.27, protoze Obrazek 4.28:
rovnobéznost se po rozbaleni plasté krychle narusi. Proto fez pfeneseme tak, ze najdeme
polohu bodd N a P na hranach.

Nejprve bod N: Trojthelniky GLC a M N E jsou podobné. Proto z poméru |GC| : |CL| =2:1
plyne |ME|:|EN|=2:1. Vime, Ze M E je polovina hrany AFE, tedy EN je ¢tvrtina hrany
EH.

Ted bod P: Trojuhelniky GNH a PLB jsou podobné. Proto z poméru |GH| : |[HN|=4:3
plyne

|PB|:|BL| =4:3. Vime, ze BL je polovina hrany BC, tedy BP jsou dvé tfetiny hrany AB.
Sestrojime body N a P a narysujeme Tez na siti.

Priklad 4

Krychlového téleso dané planem na obrazku 4.2 protnéte rovinou EN P, kde P = B—e—C(.
Nakreslete pfislusny rez télesa rovinou FN P a fez vyznacte na siti z obrazku 4.12b.

Reseni

Rezem je desetitthelnik PSUVTNQREW — obrazky 4.29 a 4.30.

Sestrojeni fezu. 1.Q = ENNJK,2. R=QPN1J,

3.V=FERNIH, 4. U=FRNGH, Obrazek 4.29:

5 T=NUNMH, 6. S=NUNGC,7. W =
= ABNp, kde p je rovnobézka vedend bodem F s pfimkou NU.

Rez, ktery vypadé velice slozité, nakonec jde najit celkem bez potizi. Je to zpiisobeno ¢leni-
tosti télesa. Hodné ,,zahybi“ umoznuje vzdy néjaké jednoduché pokracovani v hledéni fezu.
Dodejme, Ze presnost rysovani mizeme kontrolovat nékterymi vztahy, které musi byt splnény.
Napiiklad: WP||EU, NS||PQ, SP|TV,V=R—-e—-U,V=P—-e—N, Q=N —e—FE,
T=N—e—S5 atd.

Pfenos fezu na sit: Podobné jako v piikladu 3 najdeme polohu novych bodt na hranach télesa.
Bod @ je stfed hrany JK, V je stfed hrany HI a S je stfed hrany CG. Velikosti |GU]|, |JR)|
a |[BW| jsou 2 velikosti |K N|. Koneéné [MT|: |MH| =

= 3 : 4. Ted jiz lehce sestrojime obrazek 4.30.

Obrazek 4.30:

Vyzva 2
Narysujte desetitthelnik, ktery je fezem, z piikladu 4 a vypoctéte jeho obvod i obsah za
predpokladu ze |KL| = 12.
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Ulohy

1. Zadani piikladu 3 feste pro sité z obrazka 4.31a-h.
Obréazek 4.31:

2. Necht S je mnozina vsech rovin soumérnosti krychle. (a) Do sité z obrazku 4.14e zakreslete
v8echny fezy krychle rovinami § € S, které neprochazi zddnym vrcholem krychle. (b) Do sité
z obrazku 4.14¢g zakreslete vSechny fezy krychle rovinami 3 € S, které prochézi aspon jednim
vrcholem krychle. V obou pfipadech zjistéte, kolik takovych rovin existuje.

3. Najdéte rovinu, ktera feze (a) tetraedr, (b) dodekaedr ve ¢tverci. Kolik takovych rovin exis-
tuje?

4. Krychli ABCDEFGH se sttedem S = C' — e — F protnéte rovinami a,  a §. VSechny t¥i
roviny jsou kolmé na télesovou tthlopticku C'E anavic A € o, B € 3, S € §. Do sité z obrazku
4.14c rtiznobarevné vyznacte vSechny tti fezy. Popiste fezové ttvary.

5. Ve volném rovnobézném promitani nakreslete téleso z obrazku 4.32 a vyznaéte na ném fez

rovinou (a) BCL, (b) ECK, (¢) EFL, (d) BEK, (¢) EBL, (f) ECL.

Obréazek 4.32:

0. Najdéte rovinu, ktera feze ikosaedr v pravidelném desetitthelniku. Kolik takovych rovin exis-
tuje?

Vysledky

1. Reseni je na obrazcich 4.33a—h. Utvarem fezu je (a) obdélnik, (b) obdélnik, (c) rovnostranny
trojthelnik, (d) rovnoramenny lichobéznik, (e) kosoétverec, (f) rovnobéznik,
(g) pravidelny Sestitithelnik, (h) osové soumérny pétitnhelnik.

Obréazek 4.33:

2. (a) Takové roviny jsou tfi. Viz obrazek 4.34. (b) Takovych rovin je Sest. Viz obrazky 4.35 a
4.36.

Obréazek 4.34:

Obréazek 4.35:

Obréazek 4.36:

3. (a) Rezova rovina prochazi stiedy ¢tyt hran — tyto body jsou vrcholy ¢étverce. Takové roviny
jsou t¥i. (b) Necht ABCDE a ABFGH jsou dvé sousedni stény dodekaedru se spole¢nou
hranou AB. Pak CFHE je ¢tverec (odpovidajici hrané AB). Takovych fezu je tolik, kolik je

hran dodekaedru, tedy tricet.
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. Rovina a protiné krychli v rovnostranném trojihelniku AF H. Rovina [ protind krychli v rov-
nostranném trojuhelniku BGD. Rovina § protina krychli v pravidelném Sestitthelniku, hexa-
gonu, jehoZ vrcholy jsou stfedy hran AB, BF, FG, GH, HD a DA. Viz obrazek 4.37.

Obrazek 4.37:

. Reseni jsou na obrazku 4.38a-f. Prvni étyfi konstrukce jsou snadné. Rezy v ptipadech (a), (b)
jsou shodné, nebot jsou soumérné podle roviny C DG, ktera je i rovinou soumérnosti télesa.
Utvar fezu v piipadé (c) se sklad4 z obdélnika M N K L a tisecky EF. V pripadé (d) je utvarem
fezu dvojice rovnostrannych shodnych trojihelnikd. V poslednich dvou ptipadech uvedeme i
konstrukci:

(e) M = ELNHI, T = KCnNm, kde m je rovnobézka vedend bodem L s pfimkou EB,
N =FETNGH.

(f) M = ELNHI, P = ABNp, kde p je rovnobézka vedend bodem E s pfimkou CL,
N = GH Ngq, kde g je rovnobézka vedend bodem F s ptimkou PC.

. Necht A a A" jsou dva dipodélni vrcholy ikosaedru (tj. stied S tsecky AA’ je stfedem kulové
plochy opsané ikosaedru). Pak rovina prochézejici stfedem S kolmo na tisecku AA’ feze ikosa-
edr v pravidelném desetitthelniku. Takovych Tezu je tolik, kolik je dipodalnich dvojic vrcholi
ikosaedru, tedy Sest.

Obréazek 4.38:

4.4 Vypoctova stereometrie

Priklad 5

Povrch sestibokého pravidelného hranolu H = ABCDEFA'B'C'D'E'F’ je dvojnasobkem
jeho plasté. Vypiste vSechny navzajem neshodné trojihelniky X AY', kde X, Y jsou vr-
choly hranolu H. Pro kazdy takovy trojuhelnik najdéte velikosti jeho stran, thlt i obsah.
Velikosti stran i obsah vyjadfete pfesné, thly s presnosti na stupné.

Reseni
Strategie: Nejprve musime situaci uchopit. Zvolime délku né€které hrany hranolu a najdeme
velikosti vSech dalsich tsecek, které budou v tloze vystupovat. Pak vyresime kombinatoric-

kou tlohu — utridit pfehledné vSechny typy vzdjemné neshodnych trojuhelnikd. Konecéné ze
znalosti stran trojuhelnika vypocteme jeho thly i obsah.

Uchopeni situace: Bez ijmy na obecnosti mizeme volit délku podstavné hrany 2. Pak |AB| =
= |AF| = 2. Oznaéme v = |AA’| vyku hranolu. Pak Q(H) = 12v a S(H) = 12v + 12V/3.
Tedy 2Q(H) = S(H) < v = /3.

Nalezeni velikosti vSech potfebnych tisecek: Vime, ze |[AD| = 4 a |AA'| = /3. Kazdou dalsi
velikost vypoéteme pomoci Pythagorovy véty aplikované na vhodny trojihelnik (ten je vzdy
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pfipsan v zavorce): |AC| = |AE| = /12 (ACD), |AB'| = |AF'| = V7 (ABB'), |AC'| =
=|AF'| = V15 (ACC"), |AD'| = V19 (ADD'). Znédme velikosti vSech pot¥ebnych tsedek.
Organizace mnoziny vSech typt trojihelnikt: Ted vyjasnéme, o které trojuhelniky ptjde. Po-

mérné pocetnou mnozinu trojihelnikd rozdélime do t¥id podle vhodného kritéria. My jsme
volili déleni do ¢tyt t¥id podle délky nejkratsi strany trojihelnika.

e Prvni t¥ida obsahuje viechny trojthelniky, jejichz aspoii jedna strana ma délku /3, tj. je
boéni hranou hranolu. Mtzeme predpokladat, Ze je to tisecka AA’, protoZe kazdou jinou bo¢ni
hranu lze do hrany AA’ pfemistit oto¢enim hranolu. Do této t¥idy patii tii typy trojuhelniki.
Reprezentantem prvniho typu je trojihelnik AA’B. S nim shodné jsou AA'F, AA'B" a AA'F’.
Reprezentantem druhého typu je trojuhelnik AA’C. S nim shodné jsou AA'E, AA'C" a AA'E’.
Reprezentantem tfetiho typu je trojuhelnik AA’D. S nim shodny je pouze AA'D’.

e Druha tiida obsahuje vSechny trojthelniky, jejichz kazda strana ma délku vétsi nez /3 a
aspon jedna strana ma délku 2, tj. je stranou podstavy. Muzeme predpokladat, ze je to tisecka
AB, nebot kazdou hranu podstavy lze do usecky AB premistit oto¢enim hranolu a pfipadné
rovinovou soumérnosti, kterd vyméni navzajem podstavy M a M’. Napf. trojuhelnik AC'D’,
oto¢ime nejprve do polohy EA’B’ a pak rovinovou soumérnosti pfevedeme do trojihelnika
ABE'. Do této t¥idy patii ¢ty¥i typy trojuhelnika: ABC, ABD, ABC', ABD’

e Treti tiida obsahuje vSechny trojuhelniky, jejichZz kazda strana ma délku vétsi nez 2 a
aspon jedna strana mé délku /7. Mtzeme predpokladat, Ze stranou délky /7 je tise¢ka AB’
— zdiivodnéni jako vyse. Do této tiidy patii t¥i typy trojuhelniké: AB'C, AB'D, AB'E.

e Ctvrta t¥ida obsahuje viechny trojtuhelniky, jejichz kazd4 strana ma délku vétsi nez /7.
Jinak feceno, zadné dva vrcholy takového trojuihelnika nelezi na sousednich bo¢nich hranach
hranolu. Je-li tedy jednim vrcholem bod A, pak druhy lezi na hrané C'C’ a tfeti na hrané
EFE'. Lehce nahlédneme, Ze tato tfida ma pouze dva typy trojuhelnikti: ACE a ACFE'.

Vypocty: Ze znalosti velikosti stran a, b, ¢ trojihelnika vypocitame jeho thly podle kosinové

véty a obsah podle Heronova vzorce, tj. cosa = W (analogicky pro dalsi dva thly) a
S = %\/2a2b2 + 2a2¢2 + 2b%¢2 — a4 — bt — 4.

Tyto vypoclty ponechdme ¢tenéfi.

Priklad 6

Narysujte mnohothelnik z tlohy 5f, strana 84, jez je fezem. Zjistéte jeho obsah i velikosti
vSech jeho stran, uhlopficek i uhla za predpokladu, ze |AB| = 2. Délky a obsah urcete
presné, thly s pfesnosti na 1°.

Reseni

Vhled: Na obrazku 4.38f je Sestitthelnik PC'LM N E| ktery je fezem, zobrazen ve volném rov-
nobézném promitani. Skuteény tvar Sestitthelnika PCLM N FE je na obrazku 4.39a. Ukézeme,
jak jsme zjistovali jeho rozméry.

Vypocéty v prostoru: (obrazek 4.38f) Ziejmé |KL| = |AE| = |EH| =2 a |KC| = |BC| = 4.
V rovnobézniku EHLI je bod M prusecik thlopticek, tedy stied. Proto |[IM| = |MH| = 1.
Z rovnobéznosti piimek EP, M N a LC plyne podobnost trojuhelniki FPA, MNH a CLK.
Odtud |AP| = |PB| =1 a |[HN| = , [ING| = 2. Pomoci Pythagorovy véty aplikované na
trojuhelniky BCP, CKL, LIM, HMN, EHN a AEP dostaneme |CP| = /17, |CL| = /20,
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ILM| = /5, |MN| = Y3, |NE| = Y17 |EP| = /5.

7Z obrazku 4.39a je vidét, Ze nas postup byl zbyteéné dlouhy. Stacilo zjistit |CP| = /17,
ICL| = V20 a v¥e dalsi jiz plyne z obrazku: |[EP| = L || = EPL 5 |EN| = £CL
Dale tsecka LM je shodna s EM, pricemz podle Pythagorovy véty aplikované na trojuhelnik
EMN je |[EM|2 = |[EN2 + [NM? = 1T 45 — 22 Tedy [LM| = ¥22. Nékde je chybal
Posledni vysledek protifeci piedchozimu vypoétu |LM| = /5.

Obréazek 4.39:

Pti konstrukci obrazku 4.39a jsme automaticky predpokladali, ze thly EPC a LCP jsou
pravé. Toto tvrzeni jsme neprovéfili a dostali jsme se do pasti. Obrazek 4.39a je Spatné.
K tomu, abychom mohli obrazek opravit, potfebujeme znat jesté tthel CPFE, nebo velikost
tisecky C'E. To z obrazku 4.38f zjistime snadno: |EC|? = |EA|? +|AC|? = 4+ 20 = 24. Tedy
|EC| = v/24.

Ted jiz umime hledany Sestitthelnik nakreslit. Sestrojime trojihelnik EPC o stranach v/5,
V17, \/24, pak lichobé&znik EPCL, pro ktery je |LC| = /20, pak bod M = E — e — L
a koneéné bod N — viz obréazek 4.39b. Z obrazku 4.38f jesté snadno zjistime, ze |LP| = /33

(z pravotihlého trojthelntka PDL), |MC| = /17, [MP| = V14 a [NC| = YAL,

Vypocty v roviné: Zname vSechny délky. Pomoci kosinové véty zjistime vSechny thly (viz
obrazek 4.40a). Z trojiihelnika CEP je cos | < CPE| = POLHERLDICEE _ 11521 L
odkud | < CPE| = 96,227° = 96°.

Tedy | < PCL| =| < PEN| = 84° a vnitini uhel v Sestitthelniku pfi vrcholu N mé pfiblizné
velikost 360° — 84° = 276°. Z rovnoramenného trojihelnika CEL pro thel | < CLE| = A
plati sin(3) = %% tedy A = 66,422° = 66°. Pak | < LMN| = 114°.

Konecné najdeme obsah zkoumaného Sestitthelnika. Lze pouzit Herontiv vzorec a obsah .S najit
ze vztahu S = |ECP|+ |ECL| — |[M N E|. Kalkulativné jednodussi a vtipnéjsi je jiny postup.
Lichobéznik PCLE rozdélime na pét trojuhelniki CEP, CER, RNM, ENM a M LR, kde
R =C — e — L (obrazek 4.400).

Necht S’ je obsah trojuhelnika ENM. Pak zfejmé |[RNM| = S’, IMLR| = |[MER| = 25,
|CEP| = |CER| = |LER| = 45', |CEL| = 85’. Trojuhelnik CEL je rovnoramenny se
zékladnou CE délky /24. Viska na zakladnu mé velikost v/14, tedy 85’ = [CEL| = Y2411 _

—2./21. Odtud §' = Y2 Obsah Sestitthelnika PCLMNE je 115" = 121,

Obréazek 4.40:

Priklad 7

Kazda hrana Sestibokého pravidelného hranolu Hg = A; ... AgA] ... Az mé délku d. Zjis-
téte vzdalenost piimky p = A1 Ay od roviny o = A4 A} As.

Reseni
Situaci znazornime na obrazku 4.41aq.
Piimka p = A1 As je rovnobéznd s piimkou A4 As C a. Tedy p || a. Proto |pal = |A4iq|.
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Obréazek 4.41:

Necht B je pata kolmice vedené bodem A; k roviné a. Pak |A; B| = |A1¢] je hledand vzdéle-
nost. Pro lepsi orientaci si prekreslime obdélnik A; A5 AL A} a vyzna¢ime na ném bod B (viz
obrazek 4.41b). Uhlopticka A} As je priiseénice roviny « s rovinou Aj A} As.

Tvrdime, ze A1 B je vyska v trojuhelniku A; A5 A}. Mame dokazat, ze A1B L «, tj. ze A1B
je kolmé ke dvéma riznobézkdm roviny a. Za tyto riznobézky volime piimky A} A5 a A4As.
Kolmost A;B 1 AsA| plyne z konstrukce bodu B. Zbyva dokdzat A;B 1 AsAs. Plati
A1 A5 A} L AyAs. Ale A1B C A1 A5 A, proto A1 B L AyAs. Dikaz je hotov.

Vypoéet: |A1A5| = d\/g, ‘AlA/1| = d, |A,1A5‘ = 2d, pI‘OtO |A1B| -2d = |A1A/1| . |A1A5| = dz\/g
(plyne z obsahu trojthelnika A; A5 A}). Odtud |A;B| = d¥2.

Vysledek: Hledana vzdalenost je dé.

Priklad 8
Necht DP a CQ jsou vysky tetraedru ABC D. Zjistéte odchylku pfimek p = AP a ¢ = DQ.

Pozndmka: Odchylku mimobé&zek p, ¢ definujeme jako tthel pfimek p’, ¢/, pro které plati
1) p' | p, ¢ 1| ¢; (2) P/, ¢ jsou riznobézky (jejich prisecik oznac¢me M).

Reseni

Situaci znazornime na obrazku 4.42a.

Obréazek 4.42:

V uvazované situaci funkci bodu M sv&fime bodu P. Pak p’ = p a ¢ = PF, kde F je bod
usecky CD takovy, ze 2|DF| = |FC|.

Program postupu: 1. Dokazeme, ze bod F byl volen spréavné, tj. ze ¢’ || ¢, 2. zjistime délky
stran trojuhelnika APF, 3. zjistime velikost ¢ = | < APF|.

Realizace: Oznac¢ime F patu kolmice z D na stranu AB.
1. V trojthelniku EC'D plati |PC| = 2|EC| a |FC| 2|DC|, tedy PF || ED (stejnolehlost
se stiedem C' a koeficientem 2). Tedy opravdu ¢ | g¢.

2. |AB| =a, |DE| —a (DE’ je Vyskavrovnostrannem trojahelniku ABC), |AP| = |DQ)| =
= 3|IDE| = a, [FP[ = 3IDEl = Ja( :|[FC| = |DE|: |DCY),

|AF|? = |AD[2 +|DFJ? — 2|AD|\DF! cos 60° (kosinova véta v trojuhelniku ADF),

|AF|?> = a® + $a® — 22a% = 1a?, tedy |AF|—a£.

3. Ozna¢me 5 = t. Pak zjisténou situaci znazoriiuje obrazek 4.42b.
7 obrazku 1hned vidime, Ze sm% = % = ﬁ, tedy £ % = arcsin \/ 5, odkud ¢ = 99,594°,

atedy | < p,¢| = 180° — p = 80,406° = 80°24'21".
Vysledek: Odchylka piimek AP a DQ je 80°24'21".

Ulohy
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V tlohéch 1 — 18 délky, obsahy a objemy najdéte piesné, ihly s presnosti na 1’ (pokud neni
feCeno jinak).

1. Zjistéte vzdalenost kazdého vrcholu krychle ABCDEFGH o hrané v/3 od roviny v = BEG.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Zjistéte vzdalenost vrcholu F krychle ABCDEFGH o hrané v/6 od piimky (a) AH, (b) DG,

(c) AG, (d) AC, (e) CD.

. Je dan tetraedr ABCD o hrané 2, body F=A—e— B, F=C—-e—-D G=B—e—-C,

pfimka p = EF aroviny o = ABC, 3 = EFG. Zjistéte vzdalenosti (a) [pA|, (b) |Dal,
(©) [pGl, (d) [Dg], (e) |Fa.

. Kazd4 hrana Sestibokého pravidelného hranolu Hg = A; ... AgA] ... Az mé délku d. Zjistéte

vzdalenost pfimky p = A1 Ay od roviny (a) A} ALA%, (b) AgA)As, (c) AsAsAL, (d) AzALAs,
(e) ASALAs.

. Je dan pravidelny Sestiboky jehlan Jg = A1 AsA3A4A5AgV. Oznacme rovinu v = A1 A5V,

pfimku p = A1V, bod S = A; — e — Ay a délky |A1As| = a, |SV| = v. Zjistéte vzdalenosti
(a) [vAs], (b) [vA4l, (c) [pA2l, (d) |pAsl, (e) [pA4l.

. Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte odchylku pfimek DF a (a) AB, (b) CG, (c¢) CE,

(d) BH, (e) BE, (f) AC.

. Necht DP a CQ jsou vysky tetraedru ABCD. Zjistéte odchylku ptimek (a) AD a CQ,

(b) AB a CQ, (c) PQaCD, (d) AP aCD, (e) DQ a CP, (f) DP a CQ.

. Kazd4 hrana Sestibokého pravidelného hranolu Hg = A; ... AgA] ... Ay ma délku 1. Zjistéte

odchylku pfimek (a) AsAS a AjAy, (b) AsA% a AsAg, (c) AjAL a AJAL, (d) A1 A} a AxAy,
(e) AzAll a AgA4

. Jakych hodnot nabyva odchylka mimobéznych hran (a) tetraedru, (b) hexaedru, (c) oktaedru,

(d) dodekaedru, (e) ikosaedru?

Necht ABCDEFGH je kolmy hranol. Najdéte vazbu mezi ¢isly cos| < GAB|, cos| < GAD|,
cos| < GAE)|.

Je dan kolmy hranol ABCDEFGH s rozméry |AB| = 2, |AD| = 1, |AE| = 3. Zjistéte
odchylku roviny BCH a ptimky (a) BG, (b) FH, (c) AG.

V kolmém pravidelném étyibokém hranolu ABCDA'B'C'D’ je |AB| = /6. Odchylka piimky
AB’ od B(C' je stejna jako od BD'. Zjistéte |AA'|.

Pravidelny Sestiboky hranol H = ABCDEFA'B'C'D'E'F’ je opsan plose kulové. Vypiste
vS8echny navzajem neshodné trojuhelniky AXY, kde X, Y jsou vrcholy hranolu H. Pro kazdy
takovy trojihelnik najdéte velikosti jeho stran, Gthld (s pfesnosti na 1°) i obsah.

Pro osmistén ABCDEFGH (viz obrazek 4.43) plati: sténa ABCDEF je pravidelny Sestit-
helnik, stény ABHG, CDIH a EFGI jsou ¢tverce a |AB| = 1. Najdéte objem télesa.

Obréazek 4.43:

Dvé hrany ¢tyfsténu maji délku p a ¢tyfi maji délku q. Uréete objem V télesa. Uvazujte
vSechny moznosti.
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Vratme se k tloze 5 strana 84. Piipad (f) byl zkouméan v ptikladu 6. Stejné prozkoumejte
ptipady (a)—(e): fezovy utvar narysujte, zjistéte jeho obsah i velikosti vSech jeho stran, h-
lopticek i thla za predpokladu, ze |AB| = 2. Délky a obsah urcete pfesné, uhly s pfesnosti
na 1°.

Pro tetraedr ABCD s hranou délky a vypoctéte (a) polomér R kulové plochy opsané,
(b) polomér r kulové plochy vepsané, (c) povrch, (d) objem, (e) velikost « thlu sousednich
stén.

Predchozi alohu feste pro oktaedr.

V pravidelném n-bokém hranolu H,, zndme délku hrany a = | A As| a vysku v. Zjistéte Q(H,,),
S(Hy), V(Hy) pro (a) n =4, (b) n =3, (c) n = 6, (d) n = 5. Radas sin36° = /2575,
Stejnou tlohu Feste pro pravidelny n-boky jehlan J,.

Najdéte plast, povrch i objem jehlanu Jy, resp. Js, jehoZ sit je na obrazku (a) 4.20a, (b) 4.20b.
Na obrézcich 4.31 je krychle rozfiznuta rovinou vzdy na dvé casti. Vypoctéte pomér objemi

téchto ¢asti pro pripady (a)—(g).

Vysledky
VCl=IH| = F| =1, |7D| = 2.
/i

2 3

. (a) d, (b) dV/3, (c) 2d\/§, (d) de/§7 (e) nem4 smysl.

() it () A () S O R O S
. (a) 54°44’, (b) 54°44', (c) 70°32', (d) 70°32', (e) 90°, (f) 90°.
a) 90°, (b) 90°, (c) 0°, (d) 73°13', (e) 70°32', (f) 70°32".
. (a) 90°, (b) 45°, (c) 30°, (d) 39°14/, (e) 75°31".
. (a) 90°, (b) 90°, (c) 60°, (d) 30°, 36°, 72°, 90°, (e) 36°, 60°, 72°, 90°.

|AB|? + |AD|? + |AE|? = |AG|?. Vydélime vztah &islem |AG|? a dostaneme hledany vztah:
1= Iig}2 + 1’:3;2 + }ﬁg}% tedy cos? | < GAB| + cos? | < GAD| + cos? | < GAE| = 1.
(a) 31°45/, (b) 48°05/, (c) 62°49'.

|AA| = /13 -1

Zvolme délku podstavné hrany 1. Pak |AB| = |AF| = 1, |AC| = |AE| = V3, |AD| = 2.
Uvédomime si, ze se jednd o hranol opsany plose kulové. Jeho vyska se tedy musi rovnat
prumeéru plochy kulové. Zaroven je tento primeér roven vzdalenosti napf. hran AB a ED,
tj. pramér plochy kulové je v/3. Tedy v = |AA'| = /3, |AB'| = |AF'| = 2, |AC'| = |AE'| =
=6, |[AD'| = V/T.
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Organizace mnoZziny trojuhelniki: Trojihelnik AXY patii do t¥idy (1), pravé kdyz X = A’,
(2), pravé kdyz X = B aY # A, (3), pravé kdyz X = B’ aY # A, B, (4), pravé kdyz
nepatii do zadné z tfid (1), (2) a (3).

Vypocty ponechame ¢tenari.

V = %. Poznamka: Vrafte se k tloze 4, strana 84. Téleso na obrazku 4.43 je totozné
s télesem, které z krychle vytnou roviny 0 a ¢, kde € je rovina kolmé na thlopticku CE a
prochézejici stfedem hrany BC.

/942 12
Nastavaji dva piipady. Jsou-li hrany délky p protilehlé, pak V = p?- 26(1\/;

délky p sousedni, pak V = 1%.\/4]72(]2 —p*— ¢t

, kdyZ jsou hrany

Uzivame vysledku feseni tlohy 4, strana 84 a obrazkt 4.38a—e. (a) Viz obréazek 4.44a. (b) Jako
piedesly piipad, ale vrcholy nutno pfejmenovat. (c) Rezem neni mnohotihelnik, proto nutno
nejprve diskutovat zadani tlohy. Co zde mame rozumét pod pojmy ,uhlopficka®, ,strana“,
,ahel“? Nebudeme se pokouSet zavadét vlastni definice a FeSeni rozlozime do dvou c¢asti.
Nejprve utvar fezu presné narysujeme, pak se omezime na tu ¢ast fezu, kterd je mnohoihel-
nikem, tj. na obdélnik K LM N (viz obrazek 4.44b). (d) Ani ttvar na obrazku 4.44c¢ neni
mnohothelnik, protoze mé vrchol (je to vrchol G), z néhoz vychézi ¢tyfi strany. To definice
mnohothelnika nepfipousti. (e) Viz obrazek 4.45.

Obréazek 4.44:

Obréazek 4.45:

Dopocitani ostatnich hledanych tidajt prenechdme ctenéfi.
3 . o
(a) R=a-/3 (b) r = 3% () S=a2- V3, (d) V=0 () a =70°32"

(a) R=a- \éi, (b) r= a'%/é, () S=a%V12,(d) V = %, (e) o = 70°32’. Neni prekvapivé,

ze uhel sousednich stén tetraedru je stejny jako thel sousednich stén oktaedru? Nemame tam
chybu?
(a) Q(Hs) = 4av, S(Hy) =
(b) Q(Hs) = 3av, S(Hs) 1
(c) Q(Hg) = 6av, S(Hg) = 6av + 3v/3a?, V(Hg) = 3?‘/5110,2,
(d) Q(Hs) = 5av, S(Hs) = 5av + 3a2\/1 + 285, V(H;) = Jva?\/1+ 25,
Vzdy pocitame i pomocnou délku w — vysku V K bocni stény.

w = 1/v% + ‘1—2,
(b) Q(J3) = 3aw, S(J3) = 3aw + Y342, V(J3) = Yava2, w = \/v? + %,
(c) Q(Js) = 3aw, S(Js) = 3aw + % 2 V() = ‘/gan, w=/v+ 3a?,

dav + 2a%, V(Hy) = va?,
av + ia2 V(H3) = Y3402,

(a) Q(Jy) = 2aw, S(Jy) = 2aw + a?, V(Jy) = U32

(d) Q(J5) = Saw, S(Js5) = 2aw+35a 5+2‘[ V(J5) = 3-5a? 52V, = o/ 5E2VE g2 4 g2
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21. (a) Q(J1) = V3d%, S(Ja) = (1 +V3)d2, V(Ja) = V2L, (b) Q(Js) = 5v3%L, S(Js) =
= %(\/@jt V3), V(J5) = 5554,
22.(a)1:1,(b)3:1,(c)5:1,(d)17:7,(e) 1:1,(f) 1:1, (g) 1:1.
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