Definice 1. Redukovanou (druhou) odmocninou &sla n € N rozumime rozklad /n = k- V1, k,1 € N
takovy, ze Vi, € N: y/n=1i-1/j=1i<k.

Priklad. Rtzné rozklady odmocnin, posledni je vzdy redukovand odmocnina:
V3 =13,

VIZ=1-V12=2-V3,

V36=1-v36=2-v/9=3-V/4=6-V1.

Zabyvejme se nyni otazkou, jak vypada redukovand odmocnina obecné.
Pozorovéni 1. Vn,k,l € N:\/n=Fk-VI= k2|n.
Dikaz. /n=Fk-V]len=k 1l O

Lemma 1. Redukovand odmocnina ¢isla p*, kde p je prvocislo ai € N, je p% V1 pro i sudé a p% VD
pro i liché.

Drikaz. Uvedené rozklady jsou zjevné rovny \/p’, dokazme, ze jde o redukované odmocniny. Délitelé p
jsou pravé vSechna ¢isla p?, 0 < j < 4. Nejvétsi druhou mocninou (viz Pozorovani 1) mezi nimi je pro
sudé i p*, pro liché i p*~ 1. O

Pozorovéni 2. Necht \/n =k -/ je redukovand odmocnina. Pak /n =i-/j = ilk.

Diikaz. Necht K = nsn(i, k). Protoze podle Pozorovani 1 i2| n a k:Q‘ n, i K2‘ n, tedy 3L : /n = K - /L.
k-1 je redukovana, tedy k > K = nsn(i, k) > k, a tedy K = k a i|k. O

Véta 1. Necht HT:l p;j je prvociselny rozklad n apj?' =k;- \/E, 1 < 7 < m jsou redukované odmocniny.
Pak

(R1)

je redukovand odmocnina n.

Dikaz. Zi¥ejmé je v/n rovno R1, dokdZeme, Ze je tento rozklad redukovanou odmocninou. Necht /n =
k- V1 je redukovana odmocnina. Pak [TjZ, kj| K, tedy 3d € N d - []}Z, kj = k. Odtud
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Protoze vsak jsou l; riznd prvocisla nebo jednicky, mlze tato rovnost nastat jen pro d = 1, a tedy
H;‘nzl kj = k. O

Lemma 2. Vn € N: \/n € Q = /n € N (slovné: odmocnina z pFirozeného éisla je celd nebo iracio-
ndlni).

Diikaz. Necht \/n = k-v/1 je redukovana odmocnina. Pak podle ptedchoziho bud ! = 1 a tedy v/n = k € N,

nebol = H;n:l l;, kde l; jsou navzajem raznd prvoéisla. Je-li v tomto druhém ptipadé /n € Q, jei VieQ

a tedy existuji nesoudélna p, q takova, ze

Pak ovsem ¢ H;”:l l; =p® = l1|p? = li|lp = l1|¢> = l1]q, coZ je spor s nesoudélnosti p a q. O

Véta 2. Necht o, 8 €N, a > 3. Pak \Ja+ /BN & /a,v/3eN.



Diikaz. Implikace < je trivialni, dokazmé implikaci =>. Necht /a = ki - V11, VB = ka2 - V12 jsou
redukované odmocniny. Pak
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Vzhledem k pravé strané R2 je v/I1l3 zjevné racionalni a podle Lemmatu 2 i pfirozené. Tedy 3y € N :
lily = 42, coz vzhledem k tomu, Ze l1, I jsou jedni¢ky nebo souéiny prvnich mocnin prvoéisel, znamena,
7e Iy = lo. Mizeme proto prepsat v/a £ /3 = (k1 & k2)+/I1 a protoze k1 > ko, mlize byt tento vyraz cely
pouze tehdy, je-li v/I; € N, neboli je-li I; = 1. Pak oviem +/a, /3 € N. O



