Ciselné Fady

Uvod

U fad budeme fesit dva typy uloh: nalezeni sou¢tu a konvergenci. Nalezeni sou¢tu (v pfipadé,
ze fada konverguje) je obecné mnohem t678i, elementarné lze secist pouze nékolik mélo typu
fad. Soucet konvergentni fady zavisi na vSech nenulovych ¢lenech, proto v pirikladech uvadime
y,meze sumy“, tedy od kterého ng do oo ¢leny fady séitdme. Oproti tomu konvergence rady
na koneéném poctu ¢lent nezavisi, proto neuvadime spodni mez (protoze muze byt libovolna)
ani horni mez (protoze je vidy oo). Pro tivahy o konvergenci je z popsaného divodu velmi
uziteény pojem platnosti pro skoro vsechna n, zkracené pro s.v. n, jehoz definici si pro jistotu

pripomeneme:

Definice. Rekneme, 7e vlastnost (predikat) P(n) plati pro pro skoro viechna n, pokud existuje
takové ng € N, Ze pro vSechna n € N plati n > ng = P(n) (neboli vlastnost spliiuji vSechna
pfirozena ¢isla od néjakého ng). Rekneme, Ze vlastnost Q(x) spliiuji skoro vSechny ¢leny po-
sloupnosti a,, pokud vlastnost P(n) = Q(ay) plati pro skoro vSsechna n (neboli vlastnost @
spliuji vSechny ¢leny posloupnosti od néjakého ¢lenu déle).

MuZzeme tedy napiiklad ¥ici, Ze nerovnost n? > 13 je splnéna pro skoro vSechna n, protoze
plati pro vSechna n > ng = 4, nebo ekvivalentné, Ze skoro viechny ¢leny posloupnosti a, = n?
jsou veétsi nez 13.

Vénujme se nyni elementarnim tpravam fad. Dtlezitou apravou je precislovani. Naptiklad
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jsou totozné, coz lze lehce ovérit rozepsanim sumy:

rady
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Korektné lze ovéfeni provést pomoci substituce n = m — 1. Skute¢né, nahradime-li vSechna n
(véetné meze) v fadé vlevo m — 1, dostaneme fadu vpravo. Pomoci substituce tedy fady mizeme
precislovat, musime si vsak uvédomit jeji omezeni: aby precislovana rada obsahovala pravé ty
¢leny, které obsahovala rfada ptvodni, musi byt vztah mezi mnoZinami indext n a m bijekci
(vzédjemné jednoznaénym zobrazenim), a to rostouci, aby nedoslo k pferovnani ¢lent fady. To
v8ak znamend, Ze substituce mize byt obecné pouze posunutim v ramci celych cisel, a bude
tedy vzdy ve tvaru n = m + k, k € Z. Vysledkem je totozna fada, pouze odlisné€ indexovana:
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Totéz precislovani mizeme popsat i zminénou bijekci, kterd nam na rozdil od substituce

umozni pouzit stejnou proménnou. Muzeme tedy Tici, Ze
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protoze fada vlevo vznikne z fady vpravo zobrazenim indext n — n —1, coz prakticky znamena,

S

ze Tadu vpravo vytvofime nahrazenim vsech n v fadé vlevo n — 1.



Jinym dulezitym piipadem je rozdéleni fady na dvé (nebo vice). Uvazujme napf. fadu
[e.@]
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" obracené. Pro

Vyraz 1 + (—1)" nabyva pro suda n hodnoty 2 a pro licha 0, vyraz 1 — (—1)
suda n tedy budou ¢leny fady rovny 2n2, pro licha 2"+, Nabizi se tedy moznost zjednodusit
fadu (resp. praci s ni) rozdélenim na dvé, jednu se sudymi a jednu s lichymi ¢leny. To lze podle
véty o linearité fad tehdy, kdyz bude mit vysledny soucet fad smysl, coz v tomto ptipadé jisté
plati — obé fady maji nezdporné ¢leny, tim padem i nezdporné soucty a jejich soucet tedy smysl
ma.

Pfi rozkladu fady na dvé je nutné je precislovat. Kupiikladu hodnoty 2n? budou ¢leny fady
nabyvat jen pro suda n, avSak fada v klasickém zapisu je vzdy indexovana vSemi celymi Cisly
pocinaje néjakym ng. Je tedy tfeba nalézt bijekci néjaké mnoziny I, = {k + n;n € Ny} =
{k,k+1,k+2,...}, k € Z na mnozinu sudych pfirozenych ¢isel. V nasem piipadé je feSeni
jednoduché: zobrazeni n — 2n spliiuje vSechny pozadované vlastnosti, jeho proménnou tedy
mizeme pouZit k indexaci a hodnoty dosadit do ¢lenu fady. V pripadé lichych ¢leni mutZeme
pouzit zobrazeni n — 2n + 1 (pak bude fada indexovana od n = 0, aby prvni hodnota byla 1),
nebo n +— 2n — 1 (indexovano od n = 1). Zvolime napf. druhou moznost a mizeme psat
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coz je hledany rozklad.
Priklad A. Zjednoduste fadu
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Reseni. ,,Zjednoduseni

fady (jako kteréhokoli jiného matematického vyrazu) je nedefinovanym,
intuitivnim pojmem. Zpravidla se jim rozumi prevedeni na takovy ekvivalentni tvar, ktery je
vhodny pro feSeni navazujici tlohy uré¢itého typu (napt. dosazeni, zjisténi konvergence, deri-
vace, integrace...). V pfipadé fad byvaji ¢asto obtiznymi ¢leny, jichz se tpravou pokud mozno
chceme zbavit, goniometrické posloupnosti. Nabyvaji-li hodnot vyjadfitelnych pomoci elemen-
tarnich funkci, je to Casto mozné. V nasem piipadé se jedna o posloupnost sin =, kterd nabyva
periodicky hodnot 1,0, —1, 0. Vidime ihned, Ze vSechny sudé ¢leny fady (A.1) jsou nulové. Stejné
jako v predchozim vykladu radu rozdélime pomoci bijekci n +— 2n a n — 2n — 1 na dvé:

. . . (2n—1 . .
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Jak vime, pro kazdé k € Z je sinkm = 0, vSechny ¢leny prvni fady i jeji soucet jsou tedy
nulové. Cleny posloupnosti sin (n7r - g) maji hodnoty stfidavé 1 a —1, posloupnost je tedy

shodné s posloupnosti (—1)"~1. Vysledek je




Piiklad B. Naleznéte soucet rady
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v zavislosti na s, kde
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Reseni. Cleny fady (B.1) jsou ziejmé lichymi ¢leny fady (B.2). Zkusme tedy podle predchoziho
rozlozit fadu (B.2) na soucet fad sudych a lichych ¢lent (opét je to umoznéno nezipornosti

¢lent fady):
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Radu sudych ¢élenti miizeme jednoduse upravit a vyjadfit jeji soudet pomoci s:
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Po dosazeni do predchoziho dostavame

a odtud hledany vysledek:

n=1
Poznamenejme, ze tloha nalézt hodnotu s byla ve své dobé velmi slavnym, tzv. Basilejskym
problémem, o jehoz feseni se na prelomu 17. a 18. stoleti netispésné pokousela celé $picka tehde;jsi
matematiky. Az roku 1735 ukézal svycarsky matematik Leonhard Euler, Ze
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Priiklad C. Naleznéte soucet fady
[e.e]
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Regend. Vztah (C.2) zname uz z kapitoly limity posloupnosti, byt v trochu jiném tvaru:
. 1 1 1

e= lim + + + —
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Pouzijeme-li terminologie teorie fad, miizeme Fici, ze ¢leny posloupnosti vpravo jsou ¢astec¢nymi
soucty fady (C.2) a jejich limita je tedy jejim souctem.



Abychom nalezli soucet fady (C.1), rozdélime ji opét na dvé, tentokrat ovSsem odliSnym zpi-
sobem — nebudeme vytvaret ,vybrané“ fady (jako bylo pfedchozi déleni na sudé a liché ¢leny),
ale rozdélime primo n-ty ¢len fady na dva:

n+1_n 1
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Smysl takového rozdéleni je pochopitelné v tom, Ze prvni ze vzniklych zlomki mizeme kratit n
a tak zjednodusit. Zde ovsem pozor — kraceni zde umoziuje rovnost n! = n-(n —1)!, ktera plati
pro n € N, ale nikoli pro n = 0 (pokud si tento fakt neuvédomime, mélo by nas pfinejmensim
napadnout, Ze nulou nelze kratit). Tento pfipad musime také uvazovat, protoze fada (C.1) je
indexovana pravé od nuly. V takovém piipad€ je obecné tieba Cleny, které se chovaji jinak nez

ostatni, oddélit.
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Protoze fadu, kterd mé ve jmenovateli (n — 1)!, neumime p¥imo secist, precislujeme ji pouzitim

zpétné bijekce n — n + 1:
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Nyni je uz feseni trivialni:
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PRIKLADY
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1. Zjednoduste fadu Z(n +2)(—1)" cos —.
2
n=1
2. Naleznéte soucet fady Z 3 v zavislosti na s = Z ol
n=1 n=1
3. Naleznéte soucet fady Z T
n=1
Sc¢itani rad
Priiklad D. Naleznéte soucet fady
o0
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Reseni. Rada je geometrickd s kvocientem ¢ = —%. To lze zjistit z definice geometrické posloup-
nosti:
(_1)n+l3(n+1)+1
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Protoze je podil n + 1-niho a n-tého ¢lenu fady konstantni (nezavisi na n), jde o geometrickou
fadu s kvocientem rovnym tomuto podilu. Vycisleni slozeného zlomku nahote je vSak zbytecné

pracné — jednodussi je pouzit tvrzeni, které 1ika, ze je-li n-ty ¢len posloupnosti sou¢inem (resp.

an+b

podilem) konstant a ¢lenti tvaru g , je posloupnost geometricka s kvocientem rovnym soucinu

(podilu) vyrazi ¢°. V tomto pfipadé ¢leny fady podminku evidentné spliuji a
(-1)t3t 3

22 4°

Protoze je —1 < ¢ < 1, fada konverguje a podle vzorce pro soucet geometrické posloupnosti je

_1)020+4+1
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Priklad E. Naleznéte soucet fady

o

(B.1) 3 n21+n.
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Reseni. Upravime ¢leny tady:
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n2+n nn+l) n n+l

Posledni tprava se nazyva rozklad na parcidlni zlomky a jako technika hraje dtlezitou roli napf¥.
v integralnim poctu pfi integraci racionalnich funkci. V tomto pripadé ndm umozni vyjadrit
¢astecné soucty fady (E.1). Je totiz

2 2 3 3 4 ko k+1) E+1

Radam tohoto typu se nékdy fika teleskopické, protoze odeéteni stejnych ¢lentt umozni ,slozit“
¢asteény soucet rady stejné, jako teleskopicky dalekohled. Zname-li vyjadieni ¢asteénych souctt
pomoci elementarnich funkci, je uz uréeni sou¢tu fady jednoduché, nebot je definovan jako jejich
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limita:

Konvergence rad

Priklad F. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady
2
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v

esenti. Protoze citatel a jmenovatel ¢lentl fady jsou polynomy stejného stupné, bude limita
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a podle nutné podminky konvergence rada diverguje.



Priklad G. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

(G.1) Zsinn.

Reseni. V tomto piipadé limita ¢lentt fady neexistuje. To je vSak silngj§i tvrzeni, nez potie-
bujeme — podle nutné podminky konvergence k divergenci fady staci, aby se limita ¢lent rady
nerovnala nule. To dokdZeme jednoduse: v kazdém intervalu (2km + &, 2k + %r), kde funkce
sinus nabyva hodnot vétsich nez %, lezi alespon jedno celé ¢islo, protoze délka tohoto intervalu
je 2{ > 2 (takze v ném dokonce lezi alesponi dvé celd éisla). To znamend, ze nekoneéné mnoho
¢lentt posloupnosti sinn mé hodnotu vétsi nez %, coz podle definice limity znamenad, ze limita
jisté neni nula, protoze neexistuje takovy c¢len posloupnosti, od néjz dal uz se vSechny cleny
posloupnosti lisi od nuly o méné nez % (také 1ze Fici, ¢leny s hodnotou vétsi nez % tvori vybra-
nou posloupnost, jejiz limita nemtize byt nula). Rada tedy diverguje. Poznamenejme, %e pokud
bychom chtéli dokazat neexistenci limity posloupnosti sinn, museli bychom stejnym zptisobem
jako vysSe uvazovat jesté napf. intervaly, v nichZ je funkce sinus zaporna. Protoze je nekonecné
mnoho ¢lend vétSich nez % a nekoneéné mnoho zapornych, neni splnéna Bolzano-Cauchyho
podminka a protoze je posloupnost omezena, nemé limitu (opét 1ze i pomoci dvou vybranych

posloupnosti).

Priklad H. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

n!?
(H.1) > @i

Resend. Na fady se ¢leny ve tvaru souc¢inu nebo podilu faktoriali se vétsinou (byt ne vzdy)
osvédcuje podilové kritérium, a to v jeho jednodussi, limitni podobé.

[CICTS 1) 2n)! 1)2 1
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Rada tedy konverguje a protoze jsou jeji ¢leny nezdporné, konverguje i absolutné.

Priklad I. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

1
(L.1) > 3+ 4 (—3)n

Resend. Tato fada je jednou z maéla, u nichz ma smysl pouziti nelimitniho podilového krité-
ria. Zpravidla totiz na fady, na které toto kritérium lze aplikovat, 1ze bud pouzit jednodussi
limitni verzi, nebo je jednodussi pouzit jiné kritérium (typicky srovnavaci, jak tomu je i v tomto
pfipadé). Spoc¢téme podil po sobé nasledujicich ¢lent fady:

TR _ S (S8 B4 (1)) 8+ (<L)

T gnt2 + (_3)n+1 - 3n+1(3 + (_1)n+1) 3(3 _ (_1)n)

1
3n+1+(,3)n

Pro suda n tedy bude hodnota podilu %, pro licha %. Existuje tedy ¢ = % < 1 takové, ze

an41
an

pro kazdé n € N plati < q, a fada konverguje. Protoze ma nezaporné c¢leny, konverguje i
absolutné.
Ukazme si jesté jiny postup. Jak bylo piedeslano, 1ze v tomto pfipadé pouzit srovnévaci
kritérium. Protoze je (—3)" > —3", je
0< 1 < 1 = 1
~ 3nFl 4 (=3)n T 3l —3n 237

a protoze fada ﬁ je geometrickd s kvocientem % a tedy konvergentni, konverguje i fada
puvodni.



Priklad J. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady
om—1 1-3n

J.1 :

) (%)

Reseni. Odmocninové kritérium se zpravidla neuziva tak casto jako kritérium podilové. Dtivo-

dem je technicka obtiznost limit vyrazi {/a,. Pfesto ma svoji nezastupitelnou tlohu prave u rad
se €leny ve tvaru mocniny, kde exponent je polynom (¢i obecnéji racionalni posloupnost) pro-
ménné n. n-t4 odmocnina znamené déleni exponentu n, coz je vhodné, pokud je exponent pfimo
nasobkem n. V prikladech, jako je tento, je tfeba se se nejprve v exponentu zbavit séitanct,
jez nejsou nasobky n, a to pomoci srovnavaciho kritéria. Pokud je to mozné, u obou kritérii
pouzivame jednodussi, limitni verzi. Radu (J.1) (ozna¢me jeji ¢leny a,,) srovndme s fadou Y by,

kde 5
b, — <2n - 1>_ "
n+2 ’
na niz uz bude mozno aplikovat odmocninové kritérium. Mame
(2n_1> 1-3n
lim & — Lim Ant2) li 2n—1

3 = l1im
n—00 bn n—00 (2n71>_ m n—oo M 4+ 2
n+2

=2¢ (0,00)

a konvergence obou fad je tedy ekvivalentni. A protoZe

A/on—1\ 7" o —1\ 3 1
lim " — lim (2 —93 = <1,
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konverguji obé fady absolutné. Poznamenejme, ze ptripady, ve kterych je posledni limita rovna

jedné, nelze rozhodnout odmocninovym kritériem, zpravidla vsak posta¢i pouzit nutnou pod-
minku konvergence.

Priklad K. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady
(K.1) Zsin"ncos”n.

Resend. Prvni, ¢eho bychom si méli povsimnout, je, Ze se v tomto piipadé nejednd o fadu s
nezépornymi ¢leny. Cleny této fady méni znaménko, nelze tedy pouzit kritéria uréené pro rady
s nezdpornymi cleny, zaroven neni jasné, jak rozlozit ¢leny na soucin, aby bylo mozno pou-
zit Abelova ¢i Dirichletova kritéria (protoze soucin neobsahuje monoténni posloupnost, museli
bychom ji ,dodat“ rozsifenim, to by vSak zkomplikovalo zbytek). Pfiklady tohoto typu jsou
obecné velmi obtizné, jednoduse je lze fesit prakticky jen tehdy, kdyz lze k dukazu divergence
pouzit nutnou podminku konvergence (ktera na znaménku ¢lenii nezéavisi) nebo k ditkazu kon-
vergence konvergenci absolutni. Touto cestou se vydédme i zde. Budeme zkoumat konvergenci
tfady
Z |sin” ncos" n| = Z | sinn cosn|"

pomoci odmocninového kritéria (k némuz nas vede tvar ¢lent fady jako n-tych mocnin). Hned
vSak vidime, Ze vyraz | sinn cos n|, ktery nam vznikne, patrné nema limitu, a nebude tedy mozno
pouzit limitni verze kritéria. Pokud by se nam vsak podarilo dokazat, Ze je tento vyraz shora
omezeny konstantou mensi nez 1, fada by konvergovala podle nelimitni verze kritéria. To se
nam malou dpravou skute¢né podari:

" T . |sin2n| 1
/| sinn cosn|? = | sinn cosn| = —5 S

a fada tedy absolutné konverguje.

N |



Priklad L. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

(L.1) >y

Resend. Na prvni pohled je ziejmé, ze fada splituje nutnou podminku konvergence. Zaroveri nema,
smysl pouzit podilové ¢i odmocninové kritérium, protoze fada neobsahuje zadny ¢len rostouci
alespon tak rychle, jako geometrickd posloupnost (a limity z podilového i odmocninového kritéria
tedy budou rovny jedné). Jde tedy o typicky pfiklad pouziti kritéria srovnavaciho. To je obecné
nejsilnéjsi z kritérii pro rady s nezapornymi cleny, dokdzeme-li ovSem najit vhodnou fadu ke
srovnani, jejiz konvergenci budeme znat. Nasi fadé je podobna fada (E.1). Zkusme nejprve
pouzit nelimitni verzi srovnavaciho kritéria. Protoze fada (E.1) konverguje, pokusime se totéz
dokézat pro zkoumanou fadu (L.1) — toto rozhodnuti je u nelimitni verze zésadni, protoZe nam
fikd, zda se méame vySetfovanou fadu pokusit omezit shora (nis$ pripad) nebo zdola (pokud
dokazujeme divergenci). Pokus o pfimé srovnani odpovidajicich si ¢lenii nevyjde, je totiz

1
J— > —,
n? " n?2+n
coz je opak toho, co bychom potiebovali. To Ize vsak lehce napravit — s n-tym c¢lenem rady

(E.1) srovndme n + 1-ni ¢len fady (L.1):

1 < 1
(n+1)2 " n?2+n

. C oy 1 vy o 1 ; o
a odtud dostavame konvergenci fady » Ty CO% je vSak fada ) -5 bez prvniho ¢lenu. Kon-
vergence rady vSak na konecném poctu ¢lenil nezalezi, proto vySetrovana rada absolutné kon-
verguje.

Jesté jednoduseji muzeme vysledek dostat pouzitim limitniho srovnéavaciho kritéria:

1
2

. n?+n
= lim

n—00 n2

lim =1 € (0,00),

n2+n

tedy konvergence obou fad je ekvivalentni a protoze fada (E.1) konverguje, konverguje i fada
(L.1).
Tento dilezity priklad a divergence harmonické fady nam umozni rozhodovat o konvergenci

1

ne’

kde o < 1 nebo o > 2. Je totiz zfejmé, ze pro a < 1 je n% > % a tedy fada (%) podle srovna-
vaciho kritéria diverguje, zatimco pro o > 2 je n% < n—lz a fada podle téhoz kritéria konverguje.
Tohoto faktu budeme od nynéjska vyuzivat, aniz bychom jej znova dokazovali. U fad (x) s
a € (1,2) zustava otdzka konvergence pro nas oteviend; prozradme, Ze pro vSechna a > 1 fada
konverguje, coz lze ponékud obtizné dokazat i elementarnimi prostfedky (viz soubor ”alpha-
beta.pdf”), jednoduse (a dokonce v obecnéjsi podobé) pak pomoci tzv. integrdlniho kritéria,
které vsak vyzaduje zavedeni integrald a je pro nas v tuto chvili nedostupné.

Ptedchozi odstavec ma zasadni viyznam pro pouziti srovnavaciho kritéria. Tam totiz musime
zkonstruovat fadu, s niz vySetfovanou fadu srovname, a o niz jiz musime védét (nebo byt schopni
podle néjakého kritéria urcit), zda konverguje. Nyni tedy méame k dispozici dva typy fad, jejichz
konvergenci jsme schopni urcit piimo — fady z predchoziho odstavce a fady geometrické.



Priklad M. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

5 V2= Vi lntel )

(M.1)

Reseni. Ze stejného dtvodu jako v predchozim piikladé neméd smysl pouzit podilové nebo
odmocninové kritérium. Technikami zndmymi z vypoctd limit upravime ¢leny zadané rady,
abychom nasli fadu, se kterou budeme srovnavat:

Vn+24+yn  n4+2-n 2
V2 —vn=(Vn+2- \F)\/mjL\/ﬁ_\/me/ﬁ_\/ﬁ( 1+%+1>

In(1+2%
ln(n2+n):1n n? 1+l =Inn?+1In 1—1—l =2lnn 1+M
n n 2Ilnn

Vyjadiili jsme tedy ¢leny fady (M.1) (oznacme je a,,) ve tvaru

1
4Inn (1 + 1n(1+"))

2Inn

n2\/ﬁ<\/1+%+1)7

jehoz smysl tkvi v tom, Ze nahrazenim zévorek jejich koneénymi nenulovymi limitami 1 (éitatel)

an —

resp. 2 (jmenovatel) dostaneme podstatné zjednoduseny vyraz vhodny jako ¢len srovnavaci fady

> by

2lnn
n2y/n

Dokazat ekvivalenci konvergence obou fad je nyni trivialni:

1
4lnn <1+1ng11:: ) )

by, =

n2y/n(/1+2+1
lim 2% = lim (2\1/ ) =1 € (0,00)
n—oo by, n—o0 2nn
n2y\/n

Cleny srovnéavaci fady Y b, jsou jiz maximalné zjednodusené, konvergenci této fady vsak ne-
znédme. Je tieba opét pouzit srovnavaci kritérium (tentokrat v nelimitni verzi) a porovnat fadu

s néjakou fadou, jejiz konvergenci jiz budeme znat. Zde se nabizi pouziti fady 3 i —&, nejprve

nas patrné napadne o = g Tento pokus je vSak odsouzen k netuspéchu:

2lnn
n2y/n
1
5
n2

lim
n—oo

= lim 2Inn = oo,
n—oo

skoro vSechny ¢leny fady ) b, jsou tedy vétsi nez ¢leny konvergentni rady Z -5 z ¢ehoz

pochopitelné plyne jediny zavér, a to, ze toto srovnani je k ni¢emu (poznamenejme ze pokud
by byl ¢len Inn ve jmenovateli, byla by nerovnost opa¢né a ptiklad by byl vyfesen). Obtizny
logaritmus v citateli vSak miizeme ,zneutralizovat® libovolné malou mocninou n:

2Inn 1 2lnn 1
< — Dpros.v.n,

n2yn  n2 Jn —n?

protoze
2Inn

S

coZ plyne ze vztahu In*' n < n¥2 pro ki, ks > 0. Cleny fady b, jsme tedy shora omezili ¢leny

=0,

konvergentni fady ) # (fikdme také, Ze tato Fada je pro fadu b, konvergentni majorantou), a
tedy > b, i fada (M.1) absolutné konverguj.



Priklad N. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

n2
(N.1) D tg o

Reseni. Priklady, ve kterych se vyskytuje transcendentni elementarni funkce, jejimz argumentem
je posloupnost jdouci k nule (coz zde plyne ze vztahu n* < ¢" pro k > 0, ¢ > 1), fesime zpravidla
na zakladé znalosti chovani takové funkce v okoli nuly. V ptipadé funkce tg x vime, Ze pro kazdé

r € (0,75) plati tgz > x, ¢imz mame odhad funkce zdola. Zaroven tgx = zg;fs
1

pro x € (0,%) je cosz > 5 (plyne to z toho, Ze funkce cosz je na tomto intervalu klesajici

a cosgy = %) a sinz < z, je na témz intervalu tgz < § = 2z (nerovnost plyne z toho, ze

2
jsme ,zvétsili Citatel a ,zmensili jmenovatel“), coZ je omezeni tgx shora. Interval platnosti

a protoze napf.

zde neni omezenim — konverguje-li posloupnost kladnych c¢isel k nule, bude libovolny interval

(0,¢), e > 0 obsahovat skoro vSechny jeji ¢leny. Rada > tgay,, kde lim, . a, = 0 tedy bude

konvergovat pravé tehdy, kdyz bude konvergovat > a,, protoze jeji ¢leny omezuji tg a,, zdola a

¢leny posloupnosti Y 2a,, jejiz konvergence je ekvivalentni, shora. Zjistime tedy nejprve, zda

konverguje argument a pak pomoci néj omezime vysetiovanou fadu shora nebo zdola. Rada
2 . . . s q g

> 4= je typickou fadou vhodnou pro uziti podilového kritéria:

(n+1)? 2
n 1 1
i 2 =g DT
n—00 gn n—00 2n 2

a fada tedy konverguje. Podle pfedchoziho odstavce tedy omezime ¢leny fady (N.1) shora:

2 2

tg—<2

on = on pro s.v. n

a muzeme konstatovat, ze fada (N.1) konverguje absolutné podle srovnéavaciho kritéria.

Shrime zndmé vlastnosti elementarnich funkei, které umozni jejich odhady v okoli nuly, resp.
dalsich dulezitych bodu. Z predchoziho odstavce mame pro z € (0, %) x < tgx < 2x. Tento
odhad vsSak mizeme pouzit jen tehdy, je-li vnitfni posloupnost nezaporna. Z lichosti vSech tii
funkci v nerovnosti viak snadno dostaneme analogicky odhad pro x nekladna: je-li z € (—%,0),
plati —z < tg(—z) = —tgax < —2z, neboli z > tgx > 2z. Odhady pro nezdporné a nekladna x
miizeme shrnout do jednoho: pro z € (-3, %) je |z| < [tgx| < 2|z|.

Poznamenejme, Ze horni odhad lze zlepsit (tedy snizit), protoze omezime-li se na kratsi inter-
val (coz lze, protoze konverguje-li vnitini posloupnost k nule, sta¢i odhad na libovolné malém
intervalu (— g), kde € > 0), mizeme zvysit minimalni hodnotu cos z na tomto intervalu (napf.

pro x € (—%, %) plati |cosz| > @ a tedy |[tgx| < L\/%l) Z ptedchoziho odstavce je zfejmé, ze

6’
v tomto prlpafie by takové zlepSeni nemélo smysl, v jinych ptikladech (napf. pfi pouziti neli-
mitniho odmocninového kritéria) v8ak ano. Dalsi zlepSeni umoziiuje odhad funkce cosx nikoli
konstantou, ale funkci, coz vSak prekracuje rdamec tohoto textu. Na rozdil do horniho odhadu
uvedeny spodni odhad zlepsit nelze (resp. ne multiplikativni konstantou) — pro zadné o > 1
neplati o|z| < |tgx| na zddném intervalu (—¢,¢), coz plyne okamzité z toho, ze horni odhad
mizeme zkracovanim intervalu snizit na libovolné a|z|, a > 1 (protoze cosx je v dostatecné
malém intervalu kolem nuly vétsi nez 1).

Vénujme se nyni odhadtum dalsich funkci. Vime, Ze pro = € (0,00) je sinz < z, mame tedy

sin x
Cos T

Stejné jako pri odvozeni odhadu tgx se mﬁieme omezit na interval (0, ) kde plati cosx > 1

> x, neboli sinz > xcoszx.

odhad funkce sinz shora. Zaroveii pro = € (0, 5) plati tgz =

a tedy pro z € (0, §) mame § <sinz < z. Stejné jako u tgz miizeme pouzit lichost pro odhad
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v zépornych z a dostaneme univerzalni odhad: pro kazdé = € (-5, §) je % <sinz| < |z|. V
tomto pfipadé lze volbou uzsiho intervalu zlepsit dolni odhad, a to na «|z|, kde o < 1.

Odhady funkce cotgx muzeme velice snadno odvodit z jiz hotovych odhadd pro tgx. Pro
T € (—%, O)U(O, %) totiz plati cotgx = tg%, coz spolu s odhady tg x dava pro x € <—%, O)U(O, §>
nerovnosti % > @ = |cotgz| > ﬁ Odhad zdola lze zlepsit na ﬁ proa>1.Prox =0
nema odhad pochopitelné smysl, protoze v tomto bodé neni funkce cotg x definovana.

Zbyvajici goniometrickou funkci, cos x, 1ze pomoci racionalnich funkci odhadnout také, tyto
odhady vsak (byft je lze snadno odvodit ze ziskanych odhad pro sin x), pfekrac¢uji rdmec tohoto
textu. Pro nasSe tcely posta¢i odhad pomoci konstant: pro x € R je cosx < 1 a napt. pro
T € (—g, %) je cosx > %

Prekvapivé snadno lze pomoci jiz odvozenych vztahi ziskat odhady ,nepiijemnych“ cyklome-
trickych funkei — staéi vyuzit toho, ze jsou definovany jako inverzni funkce ke goniometrickym
funkcim zazenym na urcity interval. Napiiklad dosadime-li do odhadu |y| < § = [y| < [tgy| <
2|y| za y vyraz arctg x, dostaneme | arctg z| < § = |arctg x| < |tgarctg x| < 2| arctg x|. Protoze
tg g = V3 a arctg x je rostouci, liché a spojita funkce, je podminka |arctgz| < % ekvivalentni
sz € (—/3,v3). K funkci arctgz je (na celém R) inverzni funkce tgz | (—%,%), proto je
tgarctgx = z. Po této pravé mizeme dvojitou nerovnost | arctg x| < |z| < 2| arctg x| rozepsat
na dvé nerovnosti a pravou z nich délit dvéma. Dostaneme vysledné odhady funkce arctg x: pro
kazdé x € (—v/3,1/3) je % < |arctg z| < |x|. Provedeme-li popsanou substituci ve zlepSeném
hornim odhadu funkce tgz (viz vyse), dostaneme zlepseny dolni odhad arctgz.

Naprosto stejnym postupem (ktery z tohoto divodu ani neuvadime) dostaneme odhady funkce
arcsin z: pro kazdé x € <—§, §> je |x| < |arcsinz| < 2|x| s moznosti zlepseni horniho odhadu.

Funkce arccotg x je inverzni k cotgx v intervalu (0, 7), proto se pfedem omezime na kladna
r. Podminka 0 < y < % (vznikld konjunkci podminky z odhadii cotgz a podminkou kladnosti
z predchozi véty) po substituci y = arccotg x da nerovnosti 0 < arccotgx < %, z nichz leva je
splnéna vzdy, prava pro x = cotgarccotgz > cotg g = % Zména nerovnosti je samoziejmé
dusledkem toho, Ze funkce cotgx je na intervalu (0, 7) klesajici. Interval platnosti odhad pro
arccotg r mé tedy zasadné odlisny charakter, nez je tomu v ostatnich pripadech. Odvozeni sa-
motnych odhadujicich nerovnosti je opét velice podobné piredchozim a prenechavame jej ¢tenaii
jako cviceni. Vysledek: pro vSechna x € %,oo) je % > arccotgx > i s moznosti zlepseni
dolniho odhadu.

Poslednimi dvéma funkcemi, jejichz chovani v okoli vyznamnych bodu je tfeba znat, je e* a
Inz. V prvnim pfipadé vyjdéme z nerovnosti 14+z < e”, ktera plati na celém R (algebraicky Fika,
ze graf funkce e” je vSude ,nad“ grafem jeho teény v bodé 0) a je hornim odhadem. Dosazenim
—x za x z ni, opét v celém R, dostaneme 1 —z < e™* = 6% aodtudprol—z >0« z € (—o0,1)
(aby se pfi déleni nerovnosti 1 — z nezménila nerovnost) horni odhad e” < . Vzhledem k
rozdilnosti intervalu pro horni a dolni odhad je v tomto pripadé neuvadime v jedné nerovnosti,
i kdyz tato nerovnost pro x € (—oo, 1) samoziejmé plati.

Funkce Inx je inverzni k e* na celém R, proto mtzZeme opét dostat jeji odhady substituci
y = Inz v odhadech funkce €Y. V ptipadé horniho odhadu dostaneme pro x € R™ nerovnost
1+Inz < e = 2 neboli Inz < x — 1, coz je dolni odhad Inz. Poznamenejme, ze ackoli
plati pro vSechna kladné x, je podstatny hlavné v okoli bodu 1, ¢asto se také uvadi ve tvaru
Vo € (—1,00) : In(1 + x) < z, coz je odhad v okoli nuly. Z mezitvaru dolniho odhadu funkce

e¥ mame pro z € RT mezitvar horniho odhadu Inz: 1 —lnz < e ?* = L = %, ktery

elnz

snadno pfevedeme na vysledny 1 — % < Inz. Vyhoda pouziti mezitvaru tkvi nejen ve snazsi
algebraické tipraveé, ale hlavné v sirsim oboru platnosti. Pokud bychom odvozovali z vysledného
odhadu €Y, dostali bychom odhad jen pro x € (0,e) (rozmyslete si). Odhad se opét pouziva i
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ve tvaru pro okoli nuly Vz € (—1,00) : 1 — H% = 117 < In(1 + ). V piipadé logaritmu jsou

intervaly odhad@ stejné, mfizeme je tedy sjednotit do Vo € RT : 1 — % <lnzx <z —1, resp.

Vz € (—1,00) : 7 < In(1 +2) < z. Odhady e” a Inz nelze zlepsit multiplikativni konstantou.

Zapamatovat si vySe uvedené odhady v algebraické podobé je zna¢né obtizné. Nejjednodussi
je patrné grafickd predstava: dokazeme-li si predstavit grafy funkei 5, x a 2z a funkce sinz a
tgx seviené mezi prvnimi, resp. druhymi dvéma funkcemi, a vime-li, Ze v néjakém okoli nuly
(bez nuly samotné) plati cotgx = tg% a ze grafy funkci k sobé inverznich jsou symetrické podle
osy prvniho a tfetiho kvadrantu (tedy podle pfimky y = x), lze odhady goniometrickych a
cyklometrickych funkei velmi rychle odvodit. Oproti tomu u exponencidly a logaritmu je uz
jednoduché, proto je patrné nejefektivnéjsi graficky si pamatovat odhady pfimkou (e” zdola a
In z shora) a ostatni odvodit popsanym zptsobem.

Ukazme si nyni pouziti odvozenych odhadi na dalsich piikladech.

Priklad O. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

1
1 _
(0.1) Z n arccotg? /n

1
%7
had funkce arccotgx (sta¢ilo by ovSem, aby tam spadaly pro s.v. n). Protoze nevime, zda

Resend. Pro viechna n € N spadaji hodnoty y/n do intervalu < oo), pro ktery zname od-

budeme potiebovat horni ¢i dolni odhad, pouzijeme univerzalni tvar s obéma odhady. Je tedy

1 1 v v v s v o ’ ~ ~
Tn > arccotg \/n > OV ¢ehoz umocnénim na druhou (coz je zde korektni, protoze vSechny

strany jsou nezaporné) a vynasobenim n dostdvdme 1 > narccotg? \/n > %. Maéame tedy odhad
jmenovatele, pfevracenim ziskdme odhad ¢lent fady:

1
_ <4
~ narccotg? \/n

a vidime, ze potfebujeme pouze odhad zdola (ktery ovsem vznikl pfevracenim odhadu arccotg v/n
shora), protoze fada ) 1 je na prvni pohled divergentni (jeji soucet je zfejmé oo, také nesplituje
nutnou podminku konvergence fady), a tedy podle srovnavaciho kritéria diverguje i fada (O.1).

Priklad P. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

(P.1) > (n arcsin 21n> "

Reseni. Cleny této fady jsou nezaporné a jejich tvar vybizi k pouziti odmocninového kritéria,
avSak v nelimitni verzi, protoze spocist limitu vyrazu

n . 1\" !
narcsin — = n arcsin —
2n 2n

je znacné obtizné. Pravé pro tyto pripady vsak jsou urceny odhady. Posloupnost ﬁ ma limitu

0 a skoro v8echny jeji ¢leny budou v libovolném intervalu, jehoz je 0 vnitfnim bodem. Mtizeme

tedy predpokladat, Ze 5- € (—g, §> a ze tudiz
1 < o1 <9 1 1
— < arcsin — =
2n — 2n — 2n  n

(absolutni hodnoty vynechévame, protoze vSechny vyrazy jsou kladné), z ¢ehoz po vynéasobeni
n mame

1
< narcsin — < 1.
2n

N —
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Tento odhad vSak nestac¢i — abychom mohli fici, Ze fada podle odmocninového kritéria konver-
guje, museli bychom dokézat, Ze jeji ¢leny jsou mensi nebo rovny néjakému ¢ < 1. Horni odhad
arcsin z lze ovSem zlepsit, a to tak, ze zlepsime odhad sin x zdola a pomoci substituce prejdeme

k inverzni funkci (viz postup vyse).

Pro y € (—%, g) je |siny| > |y|cosy, staéi tedy odhadnout cosy zdola vétsi konstantou nez
%, kterad byla pouzita v odhadu, ktery jsme zkouseli vyse. To lze snadno: napt. pro y € <—%, §>

je cosy > %, tedy |siny| > % Substituci y = arcsin x dostavame pro x € <—%, \%> odhad

|| > |arfji§nm‘, neboli | arcsin z| < ﬂ]az\

Zopakujeme piedchozi postup s novym odhadem (tentokrat uz jen shora):

1
arcsin — < V2. =
2n

a po vynasobeni n dostavame

1 1
narcsin — <
2n

¢imz jsme podle odmocninového kritéria dokazali, ze fada absolutné konverguje.

Priklad Q. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

Q1) y- G

n2+4+2°

Reseni. Jde o typickou alternujici fadu (tedy fadu se stiidavymi znaménky). Specialné pro tyto
fady je urc¢eno Leibnizovo kritérium, které ma ovsem nevyhodu: lze pomoci néj zjistit jen neabso-
lutni konvergenci, divergenci a absolutni konvergenci nikoli. Doporucéeny postup pro alternujici
fady je tedy nasledujici: nejprve zkusime nutnou podminku konvergence, pokud je splnéna,
zkoumame absolutni konvergenci (v piipadé, Ze vidime, ze fada absolutné konverguje, mtizeme
nutnou podminku pfeskocit) a pouze v pfipadé, Ze fada nekonverguje absolutné, zkousime ovérit
predpoklady Leibnizova kritérias. Protoze jeden je shodny s nutnou podminkou konvergence a
byl jiz ovéfen, dokdZeme pouze, Ze posloupnost absolutnich hodnot ¢lent fady je (alespon od
néjakého ¢lenu dale) nerostouci. To provedeme z definice — posloupnost (a,) je nerostouci od
no-tého ¢lenu, pokud pro vSechna n > ng plati ant1 < ay.

Provedme nyni doporuceny postup pro fadu (Q.1). Ozna¢me ¢leny fady (Q.1) a,. Nutna
podminka konvergence je splnéna, protoze

n

0.

lim [a,| = lim — =

n—00 n—oo N + 2
Zkusme tedy absolutni konvergenci. Rada > |a,| spliiuje nutnou podminku konvergence, z4-
roven vSak neobsahuje zZadny ¢len rostouci alespon jako geometricka posloupnost, proto neméa
smysl pouziti podilového a odmocninového kritéria. Pouzijeme kritérium srovnéavaci — (limitné)
nejvétsi cleny v citateli a jmenovateli budou tvorit ¢itatel a jmenovatel ¢lenti srovnavaci fady:

b n 1
n — n2 - n7
a protoze
|a 713 §
. n . .
lim — = lim "=2 = lim 5 =1 € (0,00),
n—oo Oy n—oo = n—oo N + 2

n
a harmonicka fada ) b, diverguje (a = 1, viz vySe), diverguje i fada »_ |a,| a tedy fada (Q.1)

nekonverguje absolutné.

13



Zkusme tedy aplikovat Leibnizovo kritérium. Zjistime, zda je posloupnost (|a,|) nerostouci.
Znamena to fesit nerovnost
n+1 n
<
(n+1)24+2 7~ n2+42
(n+1)(n* 4+ 2) < n(n*+2n +3)
n® +n?+2n+2<n’+2n%+3n
2 < n? +n

Pfesné feseni (tj. nalezeni vSech n, ktera takovou nerovnost spliuji) by vyzadovalo feSeni kvad-
ratické nerovnice, to je vSak v tomto pripadé zbytecné slozité. Staci védét, ze vysledna nerovnost
(kterou jsme dostali ekvivalentnimi tipravami nerovnosti pivodni), je splnéna pro s.v. n. To je
v8ak snadné — uz pro n = 1 je nerovnost splnéna a prava strana je jako soucet rostoucich
posloupnosti rostouci, tedy pro vsechna n > 1 bude nerovnost splnéna také. Obecnéji lze ar-
gumentovat tak, Ze posloupnost vpravo ma limitu oo, skoro vSechny jeji ¢leny tedy musi byt
vétsi nez 2. Tim jsme ovéfili druhou podminku Leibnizova kritéria a mizeme ¥ici, ze fada (Q.1)
neabsolutné konverguje.

Priklad R. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci rady

-1
R.1 cos(nm)
(R-1) Z n2 +1°
Reseni. Rada je alternujici, protoze cos(mr) = (=1 pro kazdé n € Z a druhy ¢len neméni
2
QH <latedylnZ QH
protoZe od nynéjska budeme pracovat uz jen s jejich absolutnimi hodnotami (v nutné podmince,

znaménko: pro kazdén > 1je 0 < 2 < 0. Ozna¢me ¢leny fady (R.1) a, a

pripadné absolutni konvergenci a Leibnizové kritériu), ponékud je zjednodusime:

n‘—1 n -1 n?+1
=|(=1)"In — =In
@] ‘( ) 2+1‘ "2l Th2o1
Nutna podminka konvergence je splnéna:
2
. . n“+1
(®2) g Jon| =l sy =0

coz plyne ze spojitosti funkce Inz v bodé 1 nebo také z odhadu Vo € R* : 1 — % <lhz<z-1

. 2 . . o . n2
— protoze lim,, . ZQ—E = 1, jsou skoro vSechny ¢leny posloupnosti Z{j

odhadu, a tedy

v intervalu platnosti

1 2 n2+1 n?+1 2
1_7”24‘1 :n2—|—1Slnn2—1§n2—1_1:n2—1'
n<—1
Protoze
annZ+ :rLLHolo’rzz—lz()7

plati podle véty o limité seviené posloupnosti (,0 dvou policajtech*) i (R.2). Pouzity odhad
vSak nabizi mnohem vice, nez jen ovéfeni nutné podminky konvergence. Velmi snadno pomoci
né&j rozhodneme i dalsi test alternujici fady, absolutni konvergenci. Rady > n2i+1 iy #
lze pomoci limitniho srovnavaciho kritéria srovnat s fadou ) %, o které vime, zZe konverguje
(viz ptiklad L). Proto s ni srovndme fadu hornich odhadt — to ndm nésledné umozni pomoci
nelimitni verze srovnavaciho kritéria ovéfit konvergenci fady Y |ay|.




konvergence fad | % ay, % je tedy ekvivalentni a protoZze druhd z nich konverguje, kon-
verguje i prvni. Ta je ovSem konvergentni majorantou fady > |a,|, kterd tudiz také konverguje.

To znamend, ze fada (R.1) konverguje absolutné a pouzit Leibnizovo kritérium jiz neni tfeba.
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