10.

11.

. Vyjédiete koeficienty vektoru (—2, —8,9) vzhledem k nésledujici bazi vektorového prostoru Vs: (3,0, 5),

(1,2,1), (5,2, —2).
Resent: [2, -3, —1].

. Urcete vsechny hodnoty parametru u, pro které vektor @ patii do vektorového prostoru generovaného

vektory b, & @ = (2,u,—1), b= (5,1,2), = (—3,2,3).

_ 5
Reseni: u = —
. Zjistéte, zda je vektor u; generovan vektory us, uz a pokud ano, urcete jeho koeficienty vzhledem k

bazi: uy = (4,-7,9), us = (2,1, -1), ug = (5, -2, 3).
Reseni: Ano; [-3,2].

. Urcete vsechny hodnoty parametru u, pro které tvori nasledujici skupina vektor bazi vektorového

prostoru Va: (2,3, -1), (5,u,2), (—3,2,1).
Reseni: u € R ~ {—51}.

. Provedte diskusi hodnosti vektorového prostoru generovaného nésledujicimi ¢tyfmi vektory v zdvis-

losti na parametru wu:

(a) (2,-3,4), (3,2,-3), (4,u,—2), (5,2,—7) (b) (3,-2,4), (2,3,-1), (4,u,2), (3,—2,-5)
Resent:

(a) h =3 pro kazdé u (b) h = 3 pro kazdé u

. Urcete hodnost linedrniho prostoru generovaného funkcemi f(x) = 22+, g(z) = 2+ 2 — 2% a

h(x) = 22? — a v zavislosti na parametru a.
Reseni: h = 2 pro a = 2, jinak h = 3.

. Urcete bez pouziti determinantu, zda je néasledujici matice regularni:

1 0 —1 2
0 1 0 -1
1 -2 0 1
0 1 -1 0

ReSeni: Ano.

. Naleznéte ortogonélni doplnék k prostoru generovanému vektory: (1,0,1,0), (2,1,0,0), (0,1,0,1).

Reseni: [(—1,2,1,-2)].

. Urcete obecné feseni soustavy linearnich rovnic a vysledek interpretujte geometricky. Dale urcete dvé

zékladni feseni této soustavy:
2x1 +3x2 + br3 —18xy = —4
4z + 929 + 1923 — 4824 = —14

ReSeni: 7 = (1+2s+3t,—2 —3s+4t,s,t); X = [1,-2,0,0] + s(2,—3,1,0) +£(3,4,0,1), rovina v Eq;

1,—2,0,0) <0—100—1>
( 9 ) ) ) ) 3 ) ) 3 -
Pozn. Reseni soustavy linearnich rovnic zavislé na parametru (a tedy i kazdé tilohy k ni vedouci) méa
nekonec¢né mnoho ekvivalentnich vyjadifeni. Konkrétni vysledek zévisi na tom, jakym zpusobem byla
soustava (resp. jeji matice) upravovana a jak byly zvoleny parametry. Odlisny tvar vysledku tedy v
tomto pfipadé nemusi znamenat jeho nespréavnost. Vysledky, které na parametrech nezéviseji (napf.
zékladni TeSeni), vSak musi byt u vSech feSeni shodné.

Stanovte obecné feseni a dvé zakladni feSeni soustavy rovnic:

3r1 + 229 — 4x3 + 1624 = 15
*6‘%1 — X2+ 8£83 — 171’4 =-24
3r1 + 229 —3x3+ 1324 = 13

ReSeni: 7 = (1 + 2t,2 — 5t,—2 4 3t,t); X = [1,2,-2,0] + ¢(2,—5,3,1), pfimka v Ey; (1,2, -2,0),

T
9 7 1
(0727‘2’3)-

Udejte podminku pro ¢islo a, aby dané soustava linearnich rovnic
(i) méla nekoneéné mnoho FeSen,
(ii) neméla FeSeni.
r+y—2=2
2z 4y =3
3xr+y+z=a



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Reseni:

(i)a=4

(i) a # 4

Vypoctéte Cisla a, b tak, aby platila maticova rovnost CD = DC:

1 a 2 -1 a b 3 -2
TG

Resent:
2 7
(a)az—g,b:§ (b)a:b:2
Pozn. Vysledek zde vyjde jako TeSeni soustavy ¢tyf rovnic o neznamych a,b. Prestoze k vypocteni
neznadmych staci dvé z téchto rovnic, je nutné vysledek dosadit do zbyvajicich dvou a ovérit jejich
platnost. V pfipadé opomenuti tohoto kroku nelze postup uznat za spravny.

Reste maticovou rovnici AX = X A, kde

1 2 0 —2
(a)A:<3 4) (b)A:<2 1)

Resent:
(a) X € [A,J] (b) X € [A4,]]
Pomoci metody inverzni matice feste soustavu:

[\V]

5r1 + dxg =2
3331 —4$2 =3

Reseni: z *i 4 5 2 *i 23 x*§ *fg
‘\y) T35 8 —5) 3) T35\ 9) " T35Y7 T35

Vyjadfete nejprve obecné matici X z maticové rovnice. Poté do vysledku dosadte zadané matice C,
D a vypoctéte:

@x-20-px,c=( 2 . p=(?3
-2 5 3 2

(b) XD —-C =3X,C = 5 -1 , D= 2 1)
-2 2 3 -2

Reseni:
1 —4 _ (-6 -1
(a) X=2(J-D)""C= (11 2) by X=C(D-3J)"" = ( 5 0)

4

e}

Reste maticovou rovnici s neznamou X a uvedte podminku existence a jednoznac¢nosti feSeni: AX =
C—-X-BX.

ReSeni: X = (A+ B+ J)"'C, pokud je A + B + J regularni.

Spoctéte determinant:

N = OO
w N oo
N = =W
TN W N

Reseni: 49.
Pomoci Cramerova pravidla urcete x, y ze soustavy:
3r —2y+5z= 3

—x+4y — Tz =—6
3x + 2y =-3

Reseni: |A| = 14; |4, = 0, 7 = 0; [A,| = —21, y = ,;

Urcete obecnou rovnici roviny, ktera prochazi bodem P a je kolma na p¥imku prochazejici body C,
(a) P=12,1,-3],C=[-1,3,2], D=1[1,-1,1] (b) P=[-1,2,5], C =[-1,1,2], D = [2,2,—1]

(a)2z—4y—2=3 (b)3z+y—32=-16



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Urcete parametrickou rovnici pfimky prochézejici poc¢atkem a kolmé na rovinu X = [-1,4,—-3] +
u(1,-1,2) + v(=1,0,-1).

Reseni: X =[0,0,0] +#(1,—1,—1).

Urcete parametrické vyjadieni pfimky, kterd prochazi bodem C' a je kolma na rovinu prochézejici
body P, R, S: C =1[2,-1,3], P=[-1,2,1], R=[1,-3,2], S =[3,1,—1].

Regeni: X = [2,—1,3] +¢(11,8,18).

Vypoctéte vzdalenost bodu A od pfimky prochazejici body B, C: A = [-1,0,1], B = [2,—1,1],
C =11,0,-1].

. 66
Reseni: V66

Podle Sylvestrovy véty urcete typ kvadratické formy zadané néasledujici matici koeficientii:

-2 1 0 0
1 -2 0 3
0 0 -2 0
0 3 0 0

Reseni: D1 = —2, Dy = 3, D3 = —6, D4 = —36; indefinitni.
Urcete typ kvadratické formy v zavislosti na redlném parametru a: k(T) = 23 + 22122 + 22173 +
223 + 2x9mw3 + (a + 1)22.

Reseni: kanonicky tvar ; pozitivné definitni pro a > 0, pozitivné semidefinitni pro a = 0,

OO =
o = O
QO O

indefinitni pro a < 0.

Uréete D(f) a H(f) funkce f(z) = arcsin (sign(a:)) a nakreslete jeji graf.
Reseni: D(f) =R, H(f) = g g}, fz) = —51gn( ).
Urcete inverzni funkci k funkci f, D(f~1) a H(f _1)'
(a) f(z) = % + 3arcsin(5z) ( ) f(z) = 3 — arcsin(5z) (c) f(x) =3In(2z + 1)
Reseni: .
(@) fHw) = goin 5, DY) = <—iw, ) H(f‘l) - < 23)
(b) f’l(x):ésin(3—x),D(f’l):<3 Z3+Z 2 1,>

(© £ @) = 1 (eF ~ 1), DU =B, 1) = (—2 oo)
Uréete inverzni funkci k funkei f(z) = 2? — 4z + 5 na intervalu (—oc, 2).
Resent: f~(z) =2 — V& — 1.
Naleznéte intervaly, v nichz existuje inverzni funkce k funkci f. Urcete tyto funkce, jejich defini¢ni
obory a obory hodnot.

(a) f(z) = et
Reseni:

(a) f1:= £ 1{0,00), f2:=f [ (=00,0), fi () = /In(z) =1, f5 ' (2) = —/In(z) 1,
D(fi) =D(f3") = (e, 0)

Vypoctéte limitu posloupnosti:

2(—-1)"
Resent: 1
(a) -5 (b) neexistuje; as, =1, asp—1 = 3

Naleznéte véechny hodnoty parametru x, pro které posloupnost a,, = (3 — 2%)" nem4 limitu.
Reseni: z € (—o0, —2) U (2, 00).

Spoctéte limity v krajnich bodech D(f): f(z) = arctg
Resen: D(f) = (—00,0) U (0,00), f(—00+) = f(00—) = 00, £(04) = 1.

Vypoctéte limity funkce f v krajnich bodech definiéniho oboru a nacrtnéte graf funkce f v okoli
téchto bodu (bez pouziti derivaci):

X




Tz —3 r+3 o1 z+3
_ =1In

@I 00 © 0= @) -
(©) f(a) = arccotg St (©) Fl) = 5
Resent:

(a) D(f) = (o0, 1) U (1,4) U (4,00), (b) D(f) = (=00, =3) U (1, 00),
f(=o0t+) = f(oo=) =0 f(—oo+) = f(oo—) =
f(1=) = f(4=) = —o0, f(=3=) = =00, f(1+) = o0,
f(+) = f4+) = oo,

(¢) D(f) = (=00, =3) U (=3, 00), (d) D(f) = (=00, 1) U (1,00),
f(=o0t+) = floo—) =e f(=o0+) = f(oo—) =7
f(=3=) =00, f(=3+) =0, fA=)=m f(1+) =0,

(e) D(f) = (—00,2)U (27 00), (f) D(f) = (_007 _1) U (-1, 1) U (1, OO),
f(=oo+) = f(oo—) = §m f(=o0t) = f(oo—) =0
f2=)=0,f2+) =, f(=1=) = f(1-) = —oq,

f(=1+) = f(1+4) = o0,

arctg 2z

33. Vypoctéte limitu lim proz — 0, z — 0o a x — —o0. Znazornéte na grafu.

3 arccotg x
Reseni: f(—oo+) = —1, f(0+) =0, f(co—) = oco.

34. Dodefinujte funkci f tak, aby byla spojita v bodé c:
sin 3z

(a) f@) = 35— e=0  (b) f(a) = (2"~ D)%, c=0
Resent:
() f(0):= =3 (b) f(0) :=e?

35. Pomoci Wronskidnu rozhodnéte, zda jsou néasledujici funkce linedrné zavislé: f; = 2, fo = 22 + 2+ 2,

f3 =z —1.
2 22+r+2 x-1

Reseni: |0 2z 41 1 | = —4, funkce jsou linedrné nezavislé.
0 2 0

36. Urcete Taylortv polynom k-tého stupné funkce f v bodé a:
(a) f(z) = 2%sinz, a =0,k =3 (b) f(z) =1In(cosz), a =0, k=3
(c) f(x) =cotgzx, a = %, k=2

) Ty(z) =28 (b) T(2) = —1a () Ta(w) =1-2 (¢ — F) +2 (¢ — 5)°

(
37. Urcete lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f:

(8) £(z) = (20 + 3)e ! (0) f(x) = YT

(c) ( ) = 8arctg(2z) — ln(l + 4z%) (d) f(z) = In(1 + 92?) + 6 arccotg(3z)

() x)=x+3y/(x —2 (f) f(z) =2+ 3/ (1 +2x)?

Resen

(a) f \ na (—oo,—2), / na (—2,00), lok. (i glob.) min. v x = —2, lok. (ani glob.) max. nem4
(b) £/ na (0, f} L na (e, ) lok. (i glob.) max. v x = /e, lok. (ani glob.) min. nem4
(¢) f /" na (—00,2), \, na (2,00), lok. (i glob.) max. vz = 2, lok. (ani glob.) min. nem4
(d) f\una (—o0,1), / na (1,00), lok. (i glob.) min. v z = 1, lok. (ani glob.) max. nemé
(e) f /" mna (—o0,—6) a (2,00), \, na (—6,2), lok. min. vz = 2, lok. max. vz = —6

(f) f / na ( 0, —62—5> a <—%,oo), \, ha <—62—5,—%>, lok. min. v x = —%, lok. max. v x = —6—25

38. Urcete lokdlni extrémy a intervaly konvexnosti a konkdvnosti funkece f: f(z) = Va? — .
Reseni: lok. min. v 2 = 0, lok. max. vz = £, f —~ na (—00,0) a (0,00) (pozor, ne na R!).
39. Pro funkci f urcete inflexni body a intervaly, ve kterych je tato funkce konvexni nebo konkavni:
@ f@) = LR ) @) =T 0 f@) = Vamte
Resent:
(a) f —~ na (0,e2), — na (e?,00), inflexe v z = e2
(b) f —~ na (—o0,—3), — na (—3,0) a (0,00), inflexe vz = -3




40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

(¢) f—mna (0,e), ~ na (e,00), inflexe v =e
Naleznéte extrémy funkce f(z) = x(x — 6)>

Reseni: min f = 0, max f = 32.

v intervalu (0, 8).

Urdete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z) na intervalu I: f(z) = z2e?*™, [ = (-2, 3).
Reseni: min f = 0, max f = 9e'C.

Naleznéte globélni extrémy funkce f(z) = v 5.
ReSeni: mi - _3 - 3
Reseni: min f = N max f = N
Vypoctéte:
In(Inz) 3

tgxd b ——=d —d
] (a)/xarcg;z: x ()/ . x (C)/x2—2x+5 x
Reseni:

(a) 3 ((@® + 1) arctgz —z) + ¢ (b) Inz(In(lnz) —1)+c¢  (c) 3arctg L5t + ¢
K funkci f naleznéte primitivni funkci, ktera prochazi bodem A:

17 (b) f(z) = zsin3z, A= [E’l}
3
Reseni:

(a) f(z) = arcsinz, A = {
(2) F() = waresinz + V1 =% + f (b) F(z) = &(sin3z — 3z cos3z) + 1 —

2°6
(c) f(x) =12sinzcos® x, A =
(c) F(zr) =2 —3costx

Vypoététe integral:

m‘c"

E
6’

(a) /(295 +1)?de (b) 7(1+1233)5 dz (c) 7(2:%1%1)3 dz  (d) 733@)_” dz
0 0 1 0
@X/xQ_i_zdx “>/ﬁ3i§515dm
3 2

Reseni:
(@) 3% ML (0% (@r@=1 (ghz (f)7z

Urcete obsah plochy, ohranicené kiivkami y = 222, y =3 -2z a y = 0.

Reseni: &

3
Prevodem na hodnotu funkci I a B vypoctéte integral:
0o 0o 1
(a) -/:r‘r’e*””2 dz  (b) /x?’e*I2 dz  (c¢) /\/ 3 —ztdx
5 0 0 0
Reseni:
@@ -1 HIR-} ©BEH-HCE-F
Vypoctéte obecné feseni diferencialni rovnice:

(a)y'(r—3)=3y—15  (b) ¢ 1 a2 = xy (©)y —e =y’ "
2
! — = — — Z 2_1 f / :23I
@)y + -y P (e) y' = (f) ¥’ + 6y = 2e
(g) v — 3y + 2y = 4a? (h) y” +4y + 4y = 4z G) v + 4y + 4y = 4(z +1)2
G)y' +4y=3 (k) v + 7y +12y =2e~*

Reseni:
[ e (x—3)3+5, x € (—00,3)
(2) y = C;( —3)3+5, r€(3,00)
(b)yzce_‘/? ceR,z e (-1,1)
(C)yztg(c—e"”) ce(-5,00),
(—ln(c+ ) oo) pro ¢ < 7, xe(—ln(c+2) ln(c—f)) proc> 3

¢ € R?

(d) M7C€R 1’6( OO,—\/i),l'E(—\S/i,O) G(0,00)
(e)y-x(——1n|x|+c) ceR, z € (—0,0), x € (0,00)
(f)y=2e*+ce ™ ceR,z€R

(8) y=c1e® + e + 222+ 6z +7,c€R* z € R



49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

58.

99.

=(cix+c)e?®+z—-1,ceR? zeR
=(cx+e)e > +a?+1,ceR? zeR
—clsln2x+02cos2x—|—f ceR?, zeR
=ce 3 4 (cp—2r)e * cecR? xR

Vypoctéte partikularni feSeni diferencidlni rovnice urcené pocatecni podminkou:

()y’ 1+a2=ay, y(0)=1 (b)y +2’y=2a> y(0)=2
5

(a >y—eﬂ+fz-1 (b)y=1+eF

. . . 3\"
Urcete diferenci posloupnosti a,, = 2 (2> .
S _ g\n
Reseni: Aa,, = (5)
Vypoctéte obecné feseni diferen¢ni rovnice:

(a) Yn42 — 2\/§yn+l +4y, =0 (b) Ynt2 T 6Yni1 + 9y, =1 (C) Yn+2 — 6Yny1 + 9y = 2

@) ns2 =21 400 =1 (©) g+ = (0= 3)27
Resent:

(a) yn = (c1 cos % + ¢y sin %) 27 (1) Yn = (c1 + c2n)(=3)" + 1716

(©) yn = (1 + 02”)3n +3 (d) yn = c1 4 can + 3n?

(€) yn =c1(-1)" + (gn — —) 27"
Urcete y,, jestlize Ay, =3n+2, y; =5.
Reseni: y,, = %nQ + %n +3

Urcete vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti (y, ), kterd je zadéna rekurentné podminkami:

(@) Yn+2 = Wns1 =5Yn, Y1 =2,92=-1 (D) yns2 — 4Ypi1 = Syn,
Reseni:

(3) g = D"+ 35 (0) g = FD" 4 Ao
Naleznéte pfedpis pro n-ty ¢asteény soucet posloupnosti (ay): a, = n3™.
Resent: y,, = 3 + (§n — §) 3"*!
Urcete vzorec pro soucet prvnich n €leni posloupnosti (ay,):

(@) ap=1+2n>,neN (b)a,=3+n% neN
Reseni:

@ yn=2n+n>+35n  (b)y,=3in®+in?+2n

n

S pouzitim diferenc¢nich rovnic vypoctéte soucet fady: Z —_—
n=1 (—2)”

Reseni: lim [—7 + ( n—+ ) ( ;)n] = —%

2n

Vypoctéte soucet fady: Z Egn1

Reseni: g .

Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady
0 2

WY WYL @Y @Y

_ n=1 n=1 n=1 n=1
Reseni:

(a) KA (b) KN (c) KA (d) KN
Vysetfete obor konvergence a soucet funkcm fady:

2(x +2 3zt —2)" (z —4)"
@ Y oy

. n=1 n=0 n=1
Reseni:
= -0 prox < —5
2(x+42
(a) OK = (—5,1), s = 321’15; pro z € (—5,1)
neexistuje prozr >1
=0 pro x > 2
(b) OK = (-2,2), s = 2% pro x € (—2,2)

neexistuje pro zr < —2

Y1 = ].3, Y2 =72

1)™ arccotgn



60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

= —0 pro z < %
() OK = (1,9), s =330 Pproze (3.3)
neexistuje pro x > %
Vysettete obor konvergence funkéni rady:
= 32" = , = 2(x + 1) = (10z)™
—_— b 22)" 1 - d
(a) 712::1 ot (b) nz::ln( x) (c) ; (=3 (d) ; 3
Resent:
(a) OK=(-2.2) () OK=(-1,3) ()OK=(-42 (d) OK= (- &)
Vysettete obor konvergence a absolutni konvergence fady:
= (z+ 1) . 2nant!
DI UD e
_ n=1 n=1
Reseni:
(a) OK:<—%,%), OAK = (—%,%) (b) OK = OAK = (-1,1)

Urcete D(f), graficky jej zndzornéte a rozhodnéte, zda tato mnoZina je oteviend, uzaviend, omezens,
kompaktni:
y—x
() ) = iy (0) () = Vine —y — arccossy
Resent:
(a) D(f) = {[z,y] : y > —a® Ay # 1 — 2?}, je oteviend, neni uzaviend, omezena ani kompaktni
(b) D(f) ={[z,y] : y <Inwz A —% <y < 1}, je uzaviena, neni oteviena, omezens ani kompaktni

Graficky znazornéte defini¢ni obor funkce f(z,y) = /4 — 22 — y2 + x/y — x. Déle vypoctéte O, f.

Resent: 0, f(z,y) = 7\/4_:;2—3,2 + ;y%i”;

Uréete druhy diferencial funkce f(x,y) v bodé C: f(x,y) = 22e3*~% C = [-1,-2].

Reseni: d?f(C)(hy, hy) = —6eh? + 16ehihy — 8eh3.

Rozhodnéte, zda rovnice 2 + y3 = 222 + xy — 1 definuje v okoli bodu P = [1,0] implicitni funkci f
proménné x. Pokud ano, uréete f'(1).

Reseni: Ano, f/(1) = —1.

Urcete lokalni extrémy funkce f: f(z,y) = 2® — 62y + y°.

Reseni: Lokalni minimum v [6, 18], lokélni maximum nem4, sedlo v [0, 0].

Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) vzhledem k vazebni podmince:

(a) flw,y) =2z —y, a*+y*=2 (b) f(z,y)=2>-3y*+4, z—3y+1=0
(c) flz,y) =y* —azy+2®, z-2y+1=0
Reseni

(a) min. f(—1,1) = =2, max. f(1,—1) =2 (b) min. f(3,3) = I, max. neexistuje

(¢) min. f (07 %) = %, max. neexistuje,
Uréete lokalni vazané extrémy funkce f(x,y) = 2z-+4y na mnoziné popsané rovnici 2+y%—4r—1 = 0.
Reseni: Lokalni vdzané minimum v [1, —2], lokalni vizané maximum v [3, 2].
Uréete absolutni extrémy funkce f(z,y) na mnoziné zadané danou nerovnosti: f(x,y) = 2% + y* +
2¢ + 4y, z2+9y>2—-20<0.
Resenf: Minimum f(—1,—2) = —5, maximum f(2,4) = 40.
Vysettete absolutni extrémy funkce f(z,y) na tseéce AB: f(z,y) = 22 + y? + 22 + 4y, A = [2, 3],
B =[-2,5].
Reseni: Minimum f(1, —1) = 0, maximum f(B) = 45.



